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Sessi6 8. Cul de sac.

Activitat 35. (activ35afig, activ35b.fig).
Potencia d' un punt respecte d’ una circumferencia.

Activitat 36. (activ36.fig).
Inversio d’un punt respecte d’ una circumferencia.

Activitat 37. (activ37afig, activ37b.fig).
Lacircumferenciad Euler.

Activitat 38. (activ38afig, activ38.b).
Teoremade Viviani.

Activitat 39. (activ39.fig).
Punt Miqudl.

Activitat 40.
Animacions:
El pendol. (activ40afig).
Moviments dels planetes (activ40b.fig).
El gat mecanic (activ40c.fig).
Dues corrioles (activ40d.fig).

Activitat 41.

Fractals:
Lafractal de Koch (borrallo de neu). (activ4la* .fig).
El triangle de Sierpinski. (activ41lb*.fig).
El quadrat de Sierpinski. (activ4lc*.fig).
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Activitat 35.- Poténcia d’ un punt respecte d’ una circumferencia.

Sigala circumferéncia C de centre O. Siga P un punt qualsevol del planol.
Sigalarectar que passa pel punt P, quetallalacircumferenciaC en elspunts A, A’.
Sigalarectas que passa pel punt P, que tallala circumferencia C en els punts B, B'.

Aleshores; PA ¥PA' = PB ¥PB' = k , a aquesta constant
S anomena poténcia del punt P respecte de la
circumferénciaC

Si P és exterior alacircumferencia C tenim que:
k=d?-r?,ond=PO, r =radi delacircumferéncia.

D D
Noteu que elstriangles PAB', PBA"' sdn semblants, aeshores:

PB _PA" e tant, PA PA = PB P8’
PA PB

S P és exterior alacircumferencia: A

Considerem la semirectat que passa pels punts P, O, quetallala circumferénciaC en els
punts D, D’. Per la propietat anterior:

PAXPA'=PD D' gguen PO=d,OD=r
PD*PD'= (PO - OD)(PO+0D/)=(d- r)(d +r)=d?- r?,
Aleshores, PA XPA' =d? - r?

Activitat 36.-Inversio d’ un punt respecte d’ una circumferéncia. ..,
Donada la circumferéncia C de centre O
i un punt A del planol anomenem inversio
del punt A respecte de la circumferencia C
a punt A’ delarecta que passaper O, A

tal que OA>OA'=r1? onrésd radi delacircumferéncia
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Activitat 37.- Circumferenciad’ Euler.

D
En qualsevol triangle ABC & punt mig O, del segment format per |’ ortocentre i el

circumcentre és @ centre de la circumferenciad’ Euler i €l radi éslameitat de la
circumferencia circumscritaal triangle.

Aquesta circumferéncia és tangent a les circumferencies inscritai exinscrites a triangle
i amés amés conté els 9 punts seglients:

D
H,,H,,H_, elstres peus deles altures del triangle ABC.

D
M,,M,,M_, elstres punts mig dels costats del triangle ABC.
N_,N,,N_, elstres punts mig dels segments compresos entre els vértex i I’ ortocentre.
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Procediment de dibuix de la circumferencia d’ Euler.

a)
b)

<)
d)

€)

f)

9
h

D
Dibuixeu € triangle ABC.
Dibuixeu €ls punts mig dels costats M ,, M, ,M .

Dibuixeu les mediatrius al's costats a, b respectivament. Feu la interseccio anomeneu
el punt M (circumcentre del triangle).

Dibuixeu les rectesr, s, t que contenen els costats dels triangles a, b, c.
respectivament.

Dibuixeu les rectes altures a's costats a, b, ¢, respectivament.

D
Dibuixeu elspunts H,_,H,,H_, peus delesaturesdel triangle ABC (intersecci6 de
lesrectes dturesi lesrectesr, s, t).

D
Dibuixeu € punt O ortocentre del triangle ABC (interseccié de dues rectes atura).
Dibuixeu e punt mig O, del segment OM (centre de la circumferenciade Euler).

Dibuixeu elspunts N_, N, N_, punts mig dels segments compresos entre €ls vertex i
I ortocentre.

i)
)
K)

b)

Dibuixeu la circumferencia d’ Euler de centre O, que passa pel punt M, .
Comproveu que els 9 punts pertanyen a la circumferencia.
Caculeud radi O M, delacircumferénciad Euler.

N D
Calculeu e radi MB de la circumferencia circumscritaa triangle ABC.
Comproveu que MB =20_ M, .

Dibuixeu la circumferénciainscritaa triangle.

Dibuixeu la rectam bisectriu a vértex A.

Dibuixeu larecta n bisectriu a vertex B.

Feu laintersecci6 de les rectes m, n. Anomeneu e punt | (incentre).
Dibuixeu larecta u perpendicular a costat a que passa pel punt 1.

Feu lainterseccié delarectau i e costat a Anomeneu e punt U.

Dibuixeu la circumferéncia de centre | que passa per U. (inscritaal triangle)
Dibuixeu les 3 circumferencies exinscrites al triangle.

Dibuixeu larecta p perpendicular alarectam que passa pel punt A.
Dibuixeu larecta g perpendicular alarectan que passa pel punt B.

Feu laintersecci6 de les rectes p, g.. Anomeneu e punt | .. (centre dela

circumferéncia exinscritaal triangle AI%C :

Dibuixeu larectav perpendicular al costat ¢ que passa pel punt | .

Feu lainterseccié de larectav i e costat c. Anomeneu € punt V.

Dibuixeu la circumferencia de centre | . que passaper V. (exinscritaa triangle)

Andogament les altres.
Comproveu que la circumferéncia d’ Euler és tangent ales 4 circumferencies
(inscritai exinscrites a triangle).
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Activitat 38.- Teorema de Vicenzo Viviani (1622-1703)

D
En un triangle equilater ABC la suma de les perpendiculars d’ un punt P interior

al triangle (o del triangle) als costats ésigual al’atura del triangle.

Que passa amb els punts P exteriors al triangle?.

Construccid amb Cabri:

a)
b)
c)
d)

€)
f)
9
h)
i)
)

Dibuixeu € triangle equilater AE[;C.

Dibuixeu larectar perpendicular a costat AB que passa per C.
Feu laintersecci6 de larectar i el costat AB . Anomeneu € punt H.
Dibuixeu el segment CH i calculeu la seua mesura.

Dibuixeu un punt P interior a triangle ABC.

Dibuixeu larecta s perpendicular al costat AB que passa pel punt P.
Feu lainterseccio delarectasi € costat AB . Anomeneu € punt S.
Dibuixeu larectat perpendicular a costat BC gue passa pel punt P.
Feu laintersecci6 delarectar i e costat BC . Anomeneu e punt Q.
Dibuixeu larecta m perpendicular a costat AC gue passa pel punt P.
Feu lainterseccio de larectami e costat AC . Anomeneu el punt R.
Dibuixeu el's segments PQ, PR, PS i calculeu la seua mesura.
Calculeu, amb ajut de la calculadora, PQ + PR + PS.

Noteu que CH = PQ + PR + PS.

CH= 4,21 cm
PC= 0,83 cm
PR= 228 cm
P3=1,10cm
PO+PR+P5: 4,21 &m
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D
Si el punt P pertany al triangle ABC esté el mateix resultat.

CH= 5,02 cm

PC= 0,00 cm
PR= 3,06 cm
P35= 1,96 cm

PO+PR+P5: 5,02 m

% H 5 B

D
Si e punt P és exterior a triangle ABC, depén de laregio on estrobe esté e seglient
resultat:

CH= 3,93 cm

PC= 0,57 am
PR= 1,68 cm
P3= 504 cm

abs(PR+PS-POY 6,15 cm
abs(PO+PS-PRY 3,93 om
abs(PO+PR-P3Y: 2,79 cm

u

a /‘x_ ! CH= 3,93 ¢m
PCO= 1,01 ¢
PR= 0,67 cm
PS= 561 cm

abs(PR+P5-POY 0 5,27 em
abs(PO+PE-PRY 5,95 cm
abs(PO+PR-PSY: 3,93 om
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R CH= 3,93 cm

P= 2,49 cm
PR= 241 cm
P3=401cm

abs(PR+PS-POY 3,93 cm
abs(PO+PE-PRY 4,00 ¢m
abs(PO+PR-PSY: 0,88 cm

CH= 3,93 cm

Po= 1,04 cm
PR= 612 am
P5=1,1%cm

abs(PR+PS-POY 6,24 cm
abs(PO+PE-PRY 3,93 ¢m
abs(PO+PR-PSY: 6,01 cm

3
] P
CH= 3,93 cm
Po= 278 cm
PR= 3,24 cm
P5= 2,09 cm

abs(PR+PS-POY 0 2,56 cm
abs(PO+P5-PR) 1,62 cm
abs(PO+PR-PSY 3,93 cm

CH= 3,93 cm

Po=%89cm
PR=1,20cm
PS= 0,76 cm

abs(PR+PS-POY 3,93 em
abs(PO+P5-PRY 545 cm
abs(PO+PR-P3Y 6,34 om

T e
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Activitat 39.- Punt Miquel

D
Sigaun triangle ABC.
Sigalarectar que passa pels punts B, C.
Sigalarectas que passa pels punts A, C.
Sigalarectat que passa pels punts A, B.
Sigaunarectam quetallalesrectesr, s, t en els punts D, E, F, respectivament.

Considerem les circumferéncies C,,C,,C5,C, circumscrites alstriangles

D D D D
ABC,DBF, AEF,DCE respectivament.
Aleshores, les circumferéncies C,,C,,C5,C, concorren en el punt K (anomenat punt
Miquel).

K és la interseccid de o1 ic2

K pettany a ¢37

Este punto esti sobre el objeto
kK pertany a c4?

Este punto esta sobre el objelo
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Activitat 40.- Animacions.

En e menu veure hi ha dues possibilitats: animacio i animacié mdltiple.

Wf#| Ferramenta per afer unaanimacio.

f% Ferramenta per afer una animacié multiple.

Per fer una animacié ca escollir laicona ﬁ i a continuacio escallir I’ objecte que
volem moure (arrossegant-1o0 amb €l ratoli en direccio contraria al’ animacio, apareixera
un moll) i tot seguit soltar. Petjant la tecla ESC es detén I’ animacio.

%
Per fer una animacié mdiltiple cal escollir laicona i acontinuacio escollir els
objectes (arrossegant-los apareixera un moll) tot seguit petjant lateclaINTRO i
comencara tots el's objectes escollits a moure's. Petjant una altra vegada la tecla ESC es
detén I’ animacio.
Veurem 4 exemples d’ animacions.
Els dos primers d' ells me' s va proposar Vicente Badenes. Els altres dos I’ autor és José
Antonio Morai estroben dins del seu excel lent treball “La Geometria de los
mecani smos con Cabri- géometre”.
El Pendol. Moviment harmonic.

Obriu € fitxer activ40a.fig.

<

T
|
: Wlovey el punt P
|
I

Feu unaanimacié a punt P i observeu que succeeix ala seua projeccio.
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Moviment dels planetes.
Obriu € fitxer activ40b.fig

Lluna

Feu una animacio multiple de la Terrai la Llunai observeuels eclipsis.

El gat mecanic.

Obriu € fitxer activ40c.fig.
GATO ELEVADOR
Basado en el tridngulo de base variable. Cuando desplazamos el punto © a izguierda o
derecha, modificamos la hase y hacemos que |a altura también cambie. Se dtiliza para
elevar objetos
Dejar el trazo de los puntos @ Q' Q"y Q" para estudiar |a trayectoria de cada uno de ellos al
desplazar P Q"

José Antonio Maora. 1995

X i
Feu unaanimacié a punt Ci observeu com es mouen elspunts B, Q, Q’, Q”.
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Dues corrioles.
Obriu € fitxer activ40d.fig.

POLIPASTO.

Al estirar de |a cuerda en P, se
recode la cuerda, a la vez que la
polea sube en M (W es fijo). B
El gancho en @ subird la mitad de
loque bajaP.

José Antonio Mora
1995

Feu una animacio del punt P i observeu e moviment del punt Q.
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Activitat 41. Fractals.

La corba de Koch esta datada en 1904 i va ser creada per H. Von Koch (1870-1924). El
proceés de construccio és €l seglient:
i) Siniciaamb un segment de longitud 1. Es divideix el segment en tres partsiguals.

Lapart central ésreemplacada per un triangle equilater de costat % a qua sli
suprimeix la base.
i) Amb aquest pas hem obtingut 4 segments de longitud % . A cadascun dels quatre

segments s aplica el procési). El proces es repeteix fins I’infinit.

Primera iteracio

Segona iteracid

A, B
A B
A B

Si apliquen el procés anterior als costats d’ un triangle equilater lafractal que queda
s anomena borrallé de neu de Koch.

Primeraiteracio Segona iteracio.

Terceraiteracio
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El triangle de Sier pinski (1882-1969) és una fracta que es construeix de laforma

seguent:

i) L’objecteinicia ésun triangle equilater. S uneixen el's punts migs de cada costat del
triangle i s extrau €l triangle equilater central de costat la meitat de I’inicial.

i) Apliquem el procés als altres tres triangles equilaters i s extrauen tres triangles.
Seguim € procés fins I’infinit.

Primeraiteracio Segonaiteracio

Terceraiteracio Quartaiteracio
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El quadrat de Sierpinski és una fractal que es construeix de la forma seglient:
i) L’objecteinicia ésun quadrat. Dividim €ls costats del quadrat en 3 partsigualsi

formem 9 quadrats iguals s extrau el quadrat central de costat %de I"inicidl.

i) Apliquem € procés as atres 8 quadratsi s extrauen 8 quadrats. Seguim €l procés
fins I'infinit.

Primeraiteracio Segonaiiteracio

Terceraiteracio (augmentada)
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