Ricard Peir6 i Estruch

Dotze problemes d’optimitzacio

Problema 1

Determineu les dimensions d’un cilindre de volum maxim
inscrit en un cub d’aresta a tal que I'eix del cilindre siga una
diagonal del cub.

Problema 2
En una semiesfera de radi R s’ha inscrit un un prisma regular
triangular tal que una de les bases pertany al cercle major de
la semiesfera i I'altra base pertany a I'esfera.
Determineu l'altura del prisma tal que la suma de les longituds
de totes les arestes siga maxima.
Gusiev 945

Problema 3

Determineu el volum maxim d’una piramide regular
hexagonal inscrita en una esfera de radi R.

Gusiev 946.

Problema 4

Determineu I'altura d’un con de volum minim
circumscrit a una semiesfera de radi R.
Gusiev 940.

Problema 5

De totes els prismes regulars hexagonals de volum 36¢cm?®
determineu les mesures del de superficie minima.
Examen d’estat, 865.

Problema 6

Donada una circumferéncia de radi R, determineu un rectangle
d’area maxima tal que una base siga tangent a la
circumferéncia i el costat oposat corda de la circumferencia.
Examen d’estat.
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Problema 7
Siguen els segments paral-lels AB, CD.

Siga P un punt interior del segment BC.
La recta AP talla la recta CD en el punt E.

D D
On es troba el punt P que fa minima la suma de les arees dels triangles APB, CPE.

Problema 8
Calculeu el maxim i el minim de la x? +2xy amb la condicié que x* +y? =1.
KoMal, abril 1999 F3282.

Problema 9

De tots els ortoedres de base quadrada inscrits en una semiesfera de radi R
determineu les dimensions del que volum maxim. Calculeu aquest volum.
Gusiev, 930.

Problema 10
Per la diagonal de la base d’'un prisma quadrangular regular es traga una seccio que
conté almenys un punt de I'altra base.

Determineu I'area maxima i minima de la secci6 si les arestes del prisma son 32,

32 2.

Gusiev 929.

Problema 11

Demostreu que de tots les piramides que tenen per base un triangle isosceles i que
estan inscrites en un con de volum conegut, el volum maxim el té la piramide regular
(base un triangle equilater).

Gusiev 931.

Problema 12

Determineu I'area maxima de la seccio d’un con que passa pel vertex si el radi de la
base és R i l'altura és h.

Gusiev, 932.



Problema 1

Determineu les dimensions d’un cilindre de volum maxim
inscrit en un cub d’aresta a tal que I'eix del cilindre siga una
diagonal del cub.

Solucio:
Siga el cub d'aresta PR = a.

Siga la diagonal PQ = a3 eix del cilindre.
Siga KLM la seccio del cub que conté una base del cilindre.
La circumferéncia de la base del cilindre és igual a la

D
circumferéncia inscrita al triangle equilater KLM.
Siga O el centre de la circumferéncia.

Siga x = KQ y = OQ

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KLQ:

KL =x/2

Vegem la relaci6 entre x, y. El volum del tetraedre KLMQ és:

—_—2
15 - LKL J3—
Viwo ——Q =3 00Q.

NI SE “3y.AIeshores: yzﬁx.
6 2 4 3
Calculem el radi del cilindre.
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D P
O és el baricentre del triangle equilater KLM.Siga N el punt mig del costat KL .
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MNL :

B _s

N = —KL ——x Aplicant la propietat del baricentre el radi del cilindre és:

_1_JE

r=ON=Z=MN =—x.

3 6
L'altura del cilindre és:
h=PQ- 20Q=a+3 - ix

El volum del cilindre és:

V(r,h) = preh. V(x)=p%x § a3 - ‘/_

ﬂ

V(X)—iae 2 x3+ax2 2 xi EO,ﬁu Derivant la funcio:
3 17 2

0
u
V' (X) =$(- 2x2 +2ax). V'(x) =0, x=a
V" (X) :pGﬁ( 4x +2a), V" (a) =#
funcio:

V6

3
Les dimensions del cilindre de volum maxim sén r —?a h= 3

p\/§ as
3

és V(x)=

< 0. Aleshores x=a és el maxim de la

a i el volum maxim
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Problema 2

En una semiesfera de radi R s’ha inscrit un un prisma regular
triangular tal que una de les bases pertany al cercle major de
la semiesfera i I'altra base pertany a I'esfera.

Determineu l'altura del prisma tal que la suma de les longituds
de totes les arestes siga maxima.

Gusiev 945

Solucio:
Siga la semiesfera de centre O i radi R.
Slga el prisma regular triangular ABCA'B'C’,

ABC ésun trlangle equilater de costat AB =a.
Siga h =BB' altura del prisma. /_'“‘—;_ -u;.,._.qk“

La funcié a optimitzar és: ~

L(a,h) = 6a +3h, suma de les longituds de totes les
3
D
triangle equilater A'B'C'.

arestes. W /
Aplicant la propietat del baricentre:

La perpendicular al cercle maxim que passa pel
centre de la semiesfera passa pel barcientre G del
@:éia—ia OB'— \
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
D
OGB':
2
0
R? = al_éiaj +h?.
S 5
3R? - 3h?*.
L(h) =6+3R? - h? +3h, hi [0, R]. Derivem la funcié:
Ly =—280 43
3R? - 3h?

L'(h)=0, —O"

\J3R? - 3h?
J13
13

=1. Resolent I'equacio:

h= R.
- 64/3R? - 3h? - 5
3h2 L" 2
R? h2 g 135

V13

Aleshores, h =1—3R €és un maxim relatiu estricte.

L"(h) = <0.

V13

La longitud maxima de la suma de les arestes s’assoleix quan h = 1

) 3 13 0
maxima és: L%R;z 3J13R .
2}
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Problema 3

Determineu el volum maxim d’'una piramide regular
hexagonal inscrita en una esfera de radi R.

Gusiev 946.

Solucio:

Siga I'esfera de centre O i radi R.

Siga la piramide regular hexagonal ABCDEFS de base
I’hexagon regular ABCDEF de costat AB =a.

Siga P el centre de I'hexagon.

Siga PS =h altura de la piramide.

Siga a =bPSA

La seccié ADS forma una circumferéncia de radi R en
I'esfera.

AD =2a, DASD =2a

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ADS .
2a

. =2R. Aleshores, a=R:sin2a.
sin2a

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle APS:
a

h=—=2Rxo0s?a.
tga

La funcio a optimitzar és:

V(M——?J_zﬁ

V(a) = 4/3R3sin? 2a xcos?a.

V(a) =44/3R%sin2a xcos* a, al g) 2 Derivant la funcio:
td

V'(a) = 8+/3R?® sina xcos? a(cos2 a - 2sin? a)

V'(a)=0, cos?a - 2sin?a =0.

cos’a = E a= arccos\/7
3 28
V"(a) =8+/3R? cos? a(14cos a-19cos’a +6).
& 20
A éarccos\/: <0.
35
Aleshores, a = arccos\/% és un maxim relatiu estricte.

El volum maxim s’assoleix quan cos?a = 3 i el volum maxim és:

Vmé.x :%RS’ .
27
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Problema 4

Determineu l'altura d’'un con de volum minim circumscrit a
una semiesfera de radi R.

Gusiev 940.

Solucio:
Siga la semiesfera de centre O i diametre PQ =2R .
Siga el con circumscrit a la semiesfera de diametre de la

base AB = 2r, centre O i vértex C.
Siga a =bCBA.
Siga T el punt de tangéncia de la semiesfera i la generatriu del con BC

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle OTB:

r=0B=_T_R.
Sinha

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle BOC:

R.

h=0C=r xga =
cosa
La funcio a optimitzar és:

V(r.h) = %przh.

V(a) =ER3_2;, al §)B Derivem la funcio:
3 sin“a:cosa 2

e

Ne—

Ppa sinal- 2cos?a +sin?a
3 sin*a:cos?a
V'(a)=0, - 2cos?a +sin?a =0.

Vi(a) =

9 1
cos“a ==.
3
3
a= arccosi.
3
" 6cosa 1 2
V (a) = .4 - .2 + 3 -
sin“a sin“acosa cos”a
S J30 3, » . .
V"éarccos?;> 0. Aleshores, a = arccosg és un minim relatiu estricte.
7]

El con de volum minim s’assoleix quan 'altura del con és:
1
h,...=——R=R3.

5 Vo, h

3

20 +
151

10 17

00 02 04 06 08 10 12 14

v@=P__1

3 sinfacosa



Problemas

De totes els prismes regulars hexagonals de volum 36¢cm?®

determineu les mesures del de superficie minima.
Examen d’estat, 865.

Solucio:
Siga a l'aresta de la base i h I'altura del prisma.
L’area de I'hexagon regular de costat a és:

5
Sg = 68&/_§—3a2j=—3‘/§
4 5

L’area total del prisma és:

34—

La funci6 a optimitzar és:
S(a,h) =3+/3a% +6ah.
El volum del prisma és 36cm?®:

S=2x3, +6ah=2"""a? +6ah.

3‘/— a?h=36. h_8‘/2§.
a

S(a) = BJ_ %2 +Eg a > 0. Derivant la funcié:
ag

S'(@)=643&- 59
e

g
S'(a)=0, a- i = 0. Resolent I'equacio:
a’
a=2,h=23.

s"(a) = 6J§§a—fg, S"(2)=1243 > 0.

Aleshores, a =2 és un minim relatiu estricte.
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La superficie minima del prisma s’assoleix quan I'aresta de la base és a =2 il'altura

h = 24/3 . La superficie minima és Soim =3643 .

S(a)

200 A
150
100 T

50 T
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Problema 6

Donada una circumferéncia de radi R, determineu un rectangle d’area maxima tal que
una base siga tangent a la circumferéncia i el costat oposat corda de la circumferéncia.
Examen d’estat.

Solucio:

Siga la circumferencia de centre O i radi R.

Siga T el punt de tangencia.

Siga el rectangle ABCD tal que el costat AB =a és tangent a la circumferencia i
BC =b.

La funcio a optimitzar és:

S(a,b) =ab .

Siga P la projecci6 de O sobre el costat BC.

E=ﬁ=ﬁ.@:%,%:b-k v C

D .
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPC: P
2

R? =(b- R)? +§§§ . Simplificant: \\ /
A T B
a’? =8Rb- 4b2. a=+/8Rb- 4b? .
S(b) =bv/8Rb- 4b? , bi [0, 2R]. Derivant la funcio:
6Rb? - 4b3

J2RD® - b*

S'(b) =0, 6Rb? - 4b® = 0. Resolent I'equacio:

S'(b) =

b:%R, a=R«/§.

2 _ 2 .
5 () = A7 - 12D+ 6R | S"€§R9=-4J§<o.

(2R - b}Y2Rb- b? e2 o

Aleshores, el rectangle d’area maxima s’assoleix quan b = %R ,a=RY3.

L'area del rectangle d’area maxima és, S, = ——R?.

s A

25T
20T
157
10T

05T

0.0 HE——————— -
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

S(b) =b/8b - 4b®
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Problema 7

Siguen els segments paral-lels AB, CD.
Siga P un punt interior del segment BC.
La recta AP talla la recta CD en el punt E.

D D
On es troba el punt P que fa minima la suma de les arees dels triangles APB, CPE.

Solucio:

Siga AB=a, CD =bh.

Pel punt P tracem una perpendicular al segment AB , que A
talla els segments AB, CD en els punts M, N, respectivament.
Siga MN = h distancia constant entre els dos segments.

Siga h, =PM, h, =PN. h, +h, =h.

M B

Siga x '—,CE. o ) c N \E
La funci6é a optimitzar és:

a:h, x:h
1+ 2

S(x,h;,h,) = 5

D D
Els triangles APB, EPC son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

h_lzh_2= h, +h, =_h . Aleshores:
a X a+x a+x

h, = ah h, = xh .
a+x a+x
La funcio superficie és transformaria:
%h n . -
S(x) = a b= , X3 0. Derivem la funcio:
2@+x) 2(a+x)

h &’ +2ax- a* 90
R T

S'(x) =0, x? +2ax - a? =0. Resolent 'equacio:
=(2 - 1.

2
S"(x) = 2a’h . S" ((JE 1)a)> 0. Aleshores x = (JE 1)a €s un minim relatiu estricte.
(@+x)?

six =2 - 1, h——h

Els triangles APB EPC sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

PB_h _+2
BC h 2
. . D D . .
A fi que la suma de les arees dels triangles APB, CPE siga minima el punt P ha
PB J_
d’acomplir que E — . L’area minima és:

Sl )= 2 +( afath 5 )

J2a 2/2a
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Problema 8

Calculeu el maxim i el minim de la x? +2xy amb la condici6 que x* +y? =1.
K6MalL, abril 1999 F3282.

Solucié:
La funci6 per a optimitzar és:
f(x,y) =x% + 2xy .
Si x2 +y? =1, (x, y) pertanyen a la circumferéncia centrada en l'origen de
coordenades i de radi 1.
IX =cosa

Efectuem el canvi , X2 +y? =cos?a+sina =1
iy =sina

f(a) =cos®a +2cosa >sina.

f(a)=cos?a +sin2a, al [0,2p] Derivem la funcio:

f'(a) =-2cosa xsina +2cos 2a

f'(a) =- sin2a +2cos 2a

f'(a) =0, sin2a =2cos2a.

tg2a = 2, 2a = arctg2, arctg2 +p (2a esta en el primer quadrat o en el tercer quadrat.

J5 2«/—

Si 2a = arctg2, aleshores, cos2a = = sin2a =——

N3

Si 2a = arctg2 + p, aleshores, cos2a =- = sin2a = - %
f"(a)=-2cos?2a - 4sin2a.
Si 2a = arctg2, aleshores, f"(a) <0. Per tant, 2a = arctg2 és un maxim.

Si 2a = arctg2 + p, aleshores, f"(a) >0. Per tant, 2a = arctg2 + p és un minim.

aarctg2 aarctg2 +
EEED f@)s EEETR2
e (4]

5

1422

. 1+co 2a0 5+45

Si 2a =arctg2, cos’a = 1/ cos T = > /5
2 p 2 10

fa@lrcthO 5+«/— 2«/— 1+«/—
€2 5 10 10

[ + 0 T g -
Si 2a =arctg2 + p, cos’a = 1 cosZa: = -5 /5
P 10

aarctg2+p9: 5- J— ZJ—:l— «/—
> : :

f
g 7] 10 10 2

1- 5
2

1+J— 1

Aleshores, £x2+2xy £ E£ x2+2xy £ F
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-0.4 1

-0.6 -

N
w
N
o1 4
2]

f(x) = cos?(x) +sin(2x) x1 [0, 2p]
y 1.6"‘

1ad

i

104

0.8 "

0.6 "

0.4 -'

02T

-1.0 -0.8 0.6 -0.4

27T

04T

-0.6 ~

f(x) = x2 +2x41- x2, xI [ 11]
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Problema 9

De tots els ortoedres de base quadrada inscrits en una semiesfera de radi R
determineu les dimensions del que volum maxim. Calculeu aquest volum.
Gusiev, 930.

Solucio:
Siga la semiesfera de centre O i radi R.
Siga I'ortoedre ABCDA'B’C’D’ de base

quadrada ABCD, AB =a ialtura AA'=h
El volum de l'ortoedre és:

V(a,h) = a?h.

Aplicant el teorema de Pitagores al

D
triangle rectangle isosceles AOB:
oR=124.

2
Aplicant el teorema de Pitagores al

D
triangle rectangle OAA':

.2
R? =h? +aa/§a2
gz o

a? =2R?- 2h?.

Aleshores, la funcié a optimitzar és:
V(h) = 2R? - 2h2)h=2(- h® +R?h), hi [0,R]. Derivant la funcio:
V'(h) = 2(- 3h2 +R?2),

V'(h) =0, - 3n? +R? = 0. Resolent 'equacié: h = gR.

3.0 . .. .
V"(h)=-12h. V"g\/_?Rzz -4/3R < 0. Aleshores, h = gR €s un maxim relatiu
2
estricte.
Les dimensions de I'ortoedre de base quadrada de volum maxim inscrit en una
semiesfera té dimensions, aresta de la base a = %Ri h= gR altura. El volum
0
maxim és V., =a°h =£Rzae\/_—3Rj: £R3.
3 3 45 9
. v A
La graficapera R=1, V(h)= 2(— h3 + h).
El maxim s’assoleix quan
A 0.6 T
a=1.15 h=—»0.58.
3 0.4t
El volum maxim és V = 43 » 0.7698 . 02+
0.0

+ ] + ] + ] + ] + ] + ] + ] + ] + ] + +
00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 10 11
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Problema 10
Per la diagonal de la base d’'un prisma quadrangular regular es traca una secci6 que
conté almenys un punt de I'altra base.

Determineu I'area maxima i minima de la secci6 si les arestes del prisma son 32,

32 i2.

Gusiev 929.

Solucio:
Siga ABCDA'B'C'D’ el prisma regular quadrangular, AB =BC =32 i AA'=2.
Siga AC la diagonal de la base que realitzem la
seccio.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle p
D
rectangle isosceles ABC.
AC =6
Siga P de l'aresta A'D' i Q de larecta C'D' que
formen la seccio: A

AP=CQ =x.
PD' = 3«/5 - X.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles PD'Q.

PQ =2(3/2- x)=6- x/2.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AA'P

AP =+/2% - X?
Siga M la projecci6 de P sobre la diagonal AC.
Ai=AC-PQ _i2,

2 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMP

2
__ o) 2
PM=\/4- X2 - gﬁxj - [8rx
2 5 2
La funcio a optimitzar és:
2
S(x) = AC er PQ— S 12 —2x«/§ 8 +2x

S(x) =6\/§—'X«/8+x2 . x1 [0, 3J§J. Derivem la funcié:

6«/_x0
S'(x) = —91/8+x X 2 oveX
\/8+x E

S'(x) =0. V8 +x2 4 X - oveX - 6v/2x =0. Resolent I'equacio:

/8 +x2
2, x=2/2

s" («/5)> 0, aleshores, x =~/2 és un minim relatiu estricte.

s" (2«/5 )< 0, aleshores, x = 24/2 és un maxim relatiu estricte.

()=
2

S »11.18 .
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s2v2)=8+2 »11.31.

S(0)=12.
sav2)= 3413 »10.82.

El maxim s’assoleix quan x =0 il'area maxima és S(0) =12.
El minim s’assoleix quan x =342 i 'area minima és S(3J§) =313 »10.82

111

10T

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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Problema 11

Demostreu que de tots les piramides que tenen per base un triangle isosceles i que
estan inscrites en un con de volum conegut, el volum maxim el té la piramide regular
(base un triangle equilater).

Gusiev 931.

Solucio:

Siga el con de volum k constant.

De tots aquest considerem el que té radi R i altura h = SF; .
p

D
Siga la piramide triangular recta ABCS de base ABC,
AC=BC =a, AB=2b

D -
L’altura del triangle ABC sobre la base AB és +a® - b® .
Volem provar que la piramide de volum maxima s'assoleix quan
a=2b.
La circumferéncia circumscrita a la base de la piramide té radi R
Siga O el centre.
OD és perpendicular a la base del con.
L’area de la base de la piramide és:

_a’2b _2bJa®- b’

S,.. =
ABC 4R 2
Simplificant:
b2 :aZ _ 4
4R?
El volum de la piramide és:
a’b
V(a,b) =——h.
(a.b) R

V(a) = ArRL2a3«/4R2 -a”, al [0, 2R]. Derivem la funcié respecte de a:

h 12R2%a?- 4a*
4R*  \[4R? - @2

V'(a) =

V'(a) =0, 12R%a” - a* = 0. Resolent I'equacio:
a=RV3.
V& (Rﬁ)< 0. Aleshores, a = Ry/3 és un maxim relatiu.

N

Aleshores, el maxim s’assoleix quan a = R«/g, b= 7R . Aleshores, a=2b. El

triangle de la base és equilater.
El volum maxim és:

Vya = (RV3[ 4R - [RV3[ _ 33 g2y, L 3K3V3
4R 2 p 2
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Problema 12

Determineu I'area maxima de la seccid d’un con que passa pel vértex si el radi de la
base és R i l'altura és h.

Gusiev, 932.

Solucio:
Siga el con de centre de la base O, radi R i altura OS =h

D -
La seccio és un triangle isdsceles ABS on AS = BS =g, generatriu
del con.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle SOA.
gz =R2+h?.

. _ ~ & pu
Siga b =D0OSA . bl , —
J §)2H

Siga a =bASB .

D
L’area del triangle ABS és:

2
S(a) =g7sina ,al [0,2b].
Distingirem dos casos:
a) Suposem que b3 %

El maxim de la funcié S(a) s’assoleix quan a :g.

SEY_ ¢ RPN
&2g 2 2

b) Suposem que b <% .

El maxim de la funcié S(a) s’assoleix quan a =2b.
2 2

s(b) =9 sin2b =2 2sinb xcosb = g? RD _gn.
2 2 gg

En aquest cas la corda AB de la circumferéncia base és un diametre.



