Problemes Selectivitat Ciéncies . Integrals
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 1

Calculeu l'area limitada entre les rectes y =0, x=e, x=e?, ila corba f(x) =4xxnx.
Selectivitat juny 2012, Problema A3, apartat c).

Solucio:
f'(x)=4Inx + 4.
f'(x)>0.

1
Inx>-1, x>=.
e

La funcié f(x) és monotona estrictament creixenten -—, + ¥

R

('DfD_> D

u
t
f(1) =0.
La funci6 f(x) 3 0 quan i, +¥].
Calculem la integral indefinida de la funci6 f(x), per parts:
oPoinx dx.
u=Inx, du =1dx.

X
dv =4x dx, v = (fx dx = 2x2
OfxAnxdx =2x*Inx - ¢px dx =2x*Inx- x* +C.
L'area de la funcié f(x) definida positiva entre ]e, ezl és:

2

(‘5 4x In x dx :(2x2 Inx - xz)]z2 =3e? - e? » 156'41u?.
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Problema 2

. X
Siga f(X) = ———.
92 1(x) x%-3x+2

Calculeu laintegral ¢y
-3x+2

Selectivitat juny 2011, Problema A3 apartat c).

Solucio:

Calculem els zeros del denominador.
x?-3x+2=0.

x=1,2. Té dues arrels reals simples:

X _ A + B
x2-3x+2 x-1 x-2
X :A(x—2)+B(x—1)
x%-3x+2 (x-D(x- 2)
Igualant els numeradors:
X =A(Xx-2)+B(x-1).
Si x =1, aleshores, 1=-A, pertant, A=-1.
Si x=2, aleshores, 2=B.

Y

Y X \-_’]_ 2
O T gx a2 X7 G X O & =~ Inlx- +2inx- 2]+ C=In

x-2) +C.
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Problema 3

Donades les funcions f(x) = x® i g(x) = 2x? - x, es demana:

a) Obtindre raonadament els punts d’interseccié A i B de les corbes y = f(x), y =g(x).
b) Demostrar que f(x) 2 g(x) quan x3 0.

c¢) Calcular raonadament I'area de la superficie limitada per les dues corbes entre els
punts A i B.
Selectivitat setembre 2010, Problema B3

3

Solucio:

a)

Per trobar els punts d’interseccié resoldrem el sistema format per ambdues corbes:
Py =x° .

| . Resolent el sistema:

ty =2x% - x

ix=0 ix=1 . L.

i Vi . Aleshores, els punts d’interseccio sén A(0,0), B(1, 1).

ty=0 1y=1

b)

Resolent la inequacio f(x) 3 g(x) .

x3 3 2x2% - x.

x3-2x?+x30.

Els zeros del polinomi x* - 2x? +x s6n x=0,1.

Estudiant els signe del polinomi en cadascun dels tres intervals que determinen els
zeros, la solucié de la inequaci6 és x1 [0, +¥].

Aleshores, f(x) 3 g(x) quan xT [0, +¥][.

c)

L’area limitada per les dues corbes entre Ai B és:
1

Q(f(x)- 9(x)) dx.

1

\

ol
Q(x3 - 2x? +x)dx =§(TA- T+X7i = 5 u?.

Y 151

13T

10T
08T
05T

0.3 1

03+ X
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Problema 4

Considerem les funcions reals f(x) = 2x* +12x- 6, g(x) = (x - 2)(x? +9).
Obteniu raonadament:

fx)

a) Les equacions de les asimptotes a la grafica de la funcio )
o(x

b) La funcié H(x) = O%dx gue compleix H(3) =

ool'o

Selectivitat setembre 2009, Problema 3.1

Solucio:
a)
El domini de la funcio y = ¢} es:
9(x)
D={xT R/g(x)* 0}=R~{2}. Amésamésf(2)=2610.
Aleshores, x =2 és una asimptota vertical. La seua tendéncia és:

lim_ 169 - =+¥, lim 1) =-¥
x®2" g(X) x®2" g(X)
sa@ 12 60 & 12 60
5 X ({‘—+—— -3 9—+—2——37
iim f(x) _ i 2x° +12x- 6 . ex x* x'@ _ ex x° x'g _0
x® +¥ g(X) x®+¥ x3 . 2%2 +Ox - 18 x®+¥ X3a_ 3_{_1_ Eg X® +¥ %_-E+i- Eg 1
& x x* x*g & x x* X’g
Aleshores, y =0 és una asimptota horitzontal quan x® +¥ .
La funci6 va per damunt de la asimptota.
CBL12 68 ®,12 69
2x2 +12x - 6 2 %3, 2 %3y 0
fim, e =im G T = Jm, eX2 X9 Xlg"z i, eX2 X9 Xlg "1
a(x) x3- 2x? +9x- 18 Xga__Jr_z__sg g*[__Jr_z__sg
e X X X" g e X X X" g
Aleshores, y =0 és una asimptota horitzontal quan x® -¥ .
La funci6 va per damunt de la asimptota.
y A
6T |
o) | J
El denominador g(x) té una arrel real x =2, i dues |
complexes simples x = i3 . 2T |
. . - ., ——t—T 1 . 1 ] o ]
Calculem la integral indefinida de la funcio yz% 5 4 3 5 1 N l_, é’
g(X 1
2+ | X
\2x% +12x - 6 y i |
’
(x - 2)(x* +9) -4 I
T |

2x% +12x- 6 _ A JMx+N
x-D(x2+9) Xx-2 x2+9
2x2 +12x- 6 _ A(X® +9)+ (x - 2)(Mx +N)
(x-2)(F+9)  (x- 22 +9)
2x? +12x - 6 = (A +M)x? + (N - M)x +9A - 2N Igualant els coeficients del polinomi:
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JA+M =2 iA=2
%— M+N =12 , la soluci6 del sistema és: %M =0 .
fon-2N=-6 IN=12
1
(‘)(ZXXZZJ;XZZXJr :;)dx = ‘q(_zde+ (‘))%dx =2In|x - 2|+4(‘)ae%dx: 21n|x - 2|+4arctg%+c
Gy

Determinem la funcio H(x) = (‘)]%dx gue compleix H(3) :%.
g(x
H(3) = 2In(1) + 4arctgl + C =%

4% +C =§ . Resolent 'equacio:

-22p
=

H(x) =2Inx - 2| + 4arctg§ +C=2Inx- 2| + 4arctg§ - %
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Problema 5
a) Determinar, raonadament, el domini i els intervals de creixement i decreixement de
la funcioé: f(x) = ;.

(3- x)(8+x)

1 __A . B
(B3- xX)(3+x) 3-x 3+X
c) Calcular, raonadament, I'area de la superficie limitada per la corba

b) Obtindre, raonadament, els valors A, B tals que

f(x) =;, leix OXilesrectes x=-2, x=2
(8- x)(3+X)

Selectivitat juny 2009, Problema 3.1

-0.4-—

;és:

(8- X)(3+Xx)

D={xT R/(3-x)3+x)t 0} =R ~{- 3,3}.
2X

El domini de la funcio f(x) =

Fix)= (3- x)2(B+x)?

f'(x)>0.
Els zeros del numerador i denominador sé6n x =-3,0, 3.

Estudiant el signe de la primera derivada en els 4 intervals que determinen els zeros,
la funci6 és estrictament creixent en:

Jo, +¥[~{3}.

La funcio és estrictament decreixent en:

J- ¥,0[~{ 3}.

b

) 1 __A . B _AB+x)+B@B-x)

B-x)(3+x) 3-x 3+x (8- x)(3+X)

Igualant els numeradors:

1= A(3+x)+B(3- x). Calculant els valors del polinomi pera x =-3,3

i
A =
!
|
g =

f

6B =1

, . Resolent el sistema:
16A =1

olk o|kr
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c)
La funcié és continuaen xi [- 2,2].
£(0) = 1 1

G-DE+) 8
Com que la funcié és decreixent en [- 2, 0[ i creixent en ], 2].
f(x) >0 quan xi [- 2,2].

L’area de la superficie limitada per la corba f(x) = ;, 'eix OX i les rectes
(8- x)(3+x)
=-2,x=2 és:
2 1
A ————————dx.
0,303 +x)
1 1
. 1 = 3O dx+‘%6 dx=-—1ln|3—x|+lln|3+x|+c
Qe+ GBox X 6 6
2
) )
o) 1 = ge—lln|3 - x| +1In|3 XY =Lhs+iins=Lns»osa0,
2(3- x)(3+x) e 6 6 6 6 3
-2
y A
| | |
' 05 '
| ] |
| 04T |
| 1 |
| 024 |
| x/// |
| |
| |
I T T T + =>
-3 2 -1 0 1 2 3
X
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Problema 6
Atesa la funci6 f(t) =at +b (amb ai b constants reals).

Es defineix F(x) = xdﬂf(t)dt . Obteniu raonadament:

a) dﬂf(t)dt.
b) L'expressi6 de la derivada F'(x) de la funcié de F(x).

c) La relacio entre els valors a i b per als quals es verifica: F'(0) =0.
Selectivitat setembre 2008, Problema 3.1

Solucio:
a)

x+1
\x+1

.- & 2 u a 2 a
f(t)dt = t+b)dt = t° +bt=, =% (x+1? +b(x+1D- Z-p.
Q ® Q (at +b) 85 %1 2(X ) (x+1) >
b)
F(x) = X(‘)mf(t)dt = x&(x +1)? +b(x +1)- 2- b= 23 + (a +b)x2.
e2 2 g 2

F(x) =%x2 +2(@+b)x.

c)

F'(x)=3ax+2(a+h).
Peraque F'(0) =0:
3a:0+2(a+b)=0. Simplificant:
a+b=0.
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Problema 7

Per a cada nombre real a , es considera la funcié g(x) = x* +a..

Es demana que calculeu raonadament:

a) L’area de la regio limitada per I'eix OX, I'eix QY, larecta x = 6 ila corba y =g(x).
b) El valor a per al qual la corba g(x) = x*> +a divideix el rectangle de vertexs (0,0),
(«/E, 0), («/5 6+ a), (0,6 +a) en dues regions d'igual area.

Selectivitat setembre 2008, Problema 3.2

Solucio:
a)
La funcié y = g(x) és continua en lO, «/5]
L'area que cerquem és:
75 3 o
$=9Q (x2 +a)dx =gx—+axj] =(2+al6.
3 A,

b)
L'area del rectangle de vértexs A(0, 0), B(JE, 0), C(JE, 6+ a), D(0, 6+a) és:
Sascp = ABXAC =4/6(6+a).
1
S :ESABCD'
@2+a)6 =%«/€(6+a).

Resolent I'equacio:

a=2.
y A
10T
8
B
Bi
N
0 - T T T T } t Hi—
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 30
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Problema 8
Es considera, en el primer quadrant la regio R del planol limitada per I'eix OX, I'eix QY,

larecta x=2 ilacorba y = =
4 +x

a) Calculeu raonadament 'area de la regié R.

b) Trobeu el valor a perque larecta x =a dividesca la regié R en dues parts A

(esquerra) i B (dreta) tals que I'area de A siga el doble que la de B.
Selectivitat juny 2008, Problema 3.1

Solucio:
a)
1 2
2 2 - P
S= Q 1 - dx =1Q—2 - dx =larctg(§39(—c:’l'J =P
4+ X 2 a6 2 e2 8
1+¢—=+
e2g
y 0.3—‘—
0.2
0.1 \
0.0 ; Ha—
0 1 2 3
X
b)
La superficie de A és la tercera part de S.
21 i1p_p
dx === =—.
Q¢ 38 24
3 dx == arctgm o _ arctg—
Q4 2l 2797
—arctgE =P
2 24
a_p
arcth == y 0.3_‘_
3 = tgﬁ . T
2 12 . 024
a=2xg—
g12
a»054. 0.1 \
0.0 : : : Ha—
0 1 2 3

10
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Problema 9

Ateses les funcions reals f(x) = 4x? + 2x +10 i g(x) = x> +x*> +5x +5, es demana el
seguent:

x)

a) Determineu les equacions de les asimptotes a la grafica de la funcié %)
a(x

b) Calculeu la funcié H(x) = (‘)%dx gue compleix que H(0)=0.
o(x
Selectivitat setembre 2007, Problema 3.1

Solucio:
x3 +x% +5x+5=0.
La solucié és: x =-1, g(x) = x> +x2+5x+5=(x +1)(x? +5).

El domini de la funci6 y = M és:

9(x)
D={xT R/g(x)* 0}=R~{-1}. Amésamésf(-1)=121 0.
Aleshores, x =-1 és una asimptota vertical. La seua tendéncia és:

f(x) =+¥, Iim m— -

x® 1 g(x) x®-1 g(X)

lim f(x) _ 4x* +2x+10 - im

x®+¥g(x) x®+¥x +X2 +5X+5 x®@+¥ X3$ 1 iz+5_9 x®+¥gi+l+iz+is
e X XxX° X'g g X

Aleshores, y =0 és una asimptota horitzontal quan x ® +¥ .

La funci6 va per damunt de la asimptota.

2
lim f(x)= m 4x° +2x+10 — Iim ex

x®-¥ of X X®-¥ y3 2 X® - ¥
o(x) x% +x%2 +5x+5 38?[+_+_+580

Aleshores, y =0 és una asimptota
horitzontal quan x® -¥ .
La funcié va sota la asimptota.

b)
El denominador g(x) té una arrel real
x =-1. | dues complexes simples

x=iiJ§.

Calculem la integral indefinida de la funcio

y= 10
9(x)
JAX? +2x +10 X
C(><+1)(><2 +5)
4x* +2x +10 _ A SMx+N
(x +1)(x* +5) X+1 x?+5
Ax? +2x +10 _ A(X? +5) +(x +1)(Mx +N)

(X +1)(x* +5) (X +1)(x* +5)

11
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4x% +2x +10 = (A +M)x? +(N+M)x +5A +N. Igualant els coeficients del polinomi:

TA+M=4 1A=2
%M +N =2 ,lasolucié del sistema és: %M =2.
1BA+N=-6 IN=0

\4x2+2x+10dx_ L 2
O(X +1)(x? +5) O, +1

dx+(‘)X22j5dx =2In|x +:I|+In|x2 +5| +C.

Determinem la funcié H(x) = c‘)f((i))dx que compleix H0)=0.
o(x

H(0) = 2In(1) +In(5)+C =0
C=-1In5.
H(X) = 2Inx + 1]+ In|x* + 5 - In5.

12
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Problema 10
Es consideren les funcions reals f(x) =12x3 - 8x*> +9x- 5 i g(x) =6x?- 7x+2, es
demana el segient:

f(x)

a) Determineu les equacions de les asimptotes a la grafica de la funcié ﬂ
a(x

b) Calculeu la funcié H(x) = (‘)%dx gue compleix que H(1) =1.
o(x
Selectivitat setembre 2007, Problema 3.1

Solucié:
6x%-7x+2=0.

Lg(x) = 6x2 - 7x+2 =68~ 2%&% - 28= (2x- n@x- 2).
e 2¢ 3

Les solucions son: x =

N[ =
wlnN

El domini de la funcio y = ¢} es:
a(x)

= T 1 = ~ll Eu
D={xT R/g(x)? 0} =R 153

Amésamésfgelgz-ll 0, f8§9:_11 0
e2g e3g

X= E €s una asimptota vertical. La seua tendéncia és:

I|'m+m=+¥, lim M=-¥.
ol 9(X) ol 9(X)
2 2

2 . . ey
Aleshores, x = 3 €S una asimptota vertical la seua tendencia és:

I|'m+M:+¥ , lim M:—¥ .
X®§ g(x) X®§' a(x)

La grafica té dues asimptotes obliqlies ja que és una funcio racional i el grau del
numerador és 1 major que el grau del denominador.
f(x)
oz im 900 o 12x¢ - 8x +9x- 5
X®+HY  y x®+¥  Bx3 - 7xZ + 2x
f(x) i 6x? +5x- 5 1
x®+¥ g(X) X®+¥ X2 - TX+ 2
Aleshores, la asimptota obliqua quan y A

2.

X® +¥ té equacio: 10+
y=2x+1 1

La corba va per damunt de la asimptota. 54
Analogament, la asimptota obliqua quan
X® -¥ téequacio:

y=2x+1
La corba va per sota la asimptota.

13
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b)
Efectuant la divisio f(x):g(x) tenim que:
12x° - 8x* +9x- 5 _ 12x - 7
_ =2+ 1+ — .
6X° - 7X+2 6X° - 7X+2
12x-7 _ A B

= + .
6x2-7x+2 2x-1 3x-2
12x-7 _ A(Bx- 2)+B(2x- 1
BX% - TX+2 2x - 1
12x - 7= A(3x- 2)+B(2x- 1)

. lgualant els numeradors:

Calculant els valors del polinomi pera x = % %

i-1
—A=-1

. 1A=2
J|[ 2 . Resolent el sistema: : .
ilg-1 iB=
13

12x3 - 8x2 +9x- 5 3 95
~ dx = (B2x +1+ + Tdx =x2 +x+In2x- 4 +In|3x- 24 +C
O 6x2% - TX+2 c% 2x-1 3x-2g | ]1 | ZI
Determinem la funcié H(x) = b%dx gue compleix H(1) =1.
o(x

H1) =1 +1+2In()+In()+C =1
C=-1
Aleshores:

H(x) =x? +x +In2x - 4 +In3x - 2|- 1.

14
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Problema 11

Donades les funcions reals f(x) = x* - 3x +8 i g(x) =-3x, es demana:

a) Calculeu el maxim absolut de la funcié f(x) en lnterval |- 3,0].

b) Calculeu el punt de tall de la corba y = f(x) ilarecta y =g(x).

Obteniu I'area del recinte limitat per la corba y = f(x) iles rectes y =g(x), x=-3,
x=0.

Selectivitat setembre 2006, Problema 3.A.

Solucié:

La funcio f(x) és continua i derivable en tots els nombres reals.
f'(x)=3x?-3

Estudiem la primera derivada en l'interval [- 3, 0] s'anul-la.
f'(x)=0.

x=-1.

-11 |-3,0[.

f*(x) =6x

f*(- 1) =-6 <0, aleshores, x =-1 és un maxim

relatiu estricte.

El maxim absolut o bé és el relatiu o bé algun 30 A5 20 15 10 o5

dels extrems de l'interval [- 3,0]: X
f(- 1) =10 5
f(0)=8.

f(-3) =-10. 10

Aleshores, el maxim absolut s’assoleix en el punt (- 1,10)

b)

Per determinar el punt de tall resoldrem el sistema format per les dues funcions:
Ty=x%-

iy =X 3X+8 ysig=0.

Ty =-3x

L’Gnica soluci6 és x =-21 [- 3,0].
f(x)- g(x) =x> +8.

. TR N o _
L'area del recinte és: S = Qs(f(x) g(x))dx| + Qz(f(x) g(x))dx|.

e w8 4| (0 + )] <[ 0| lext ol | s,
S:(‘)x +8dx+(‘)x +8Jdx| = |c— +8x3 |+ +8xi |=—u?.
3 2 4 @ . §T A, 4

y A
T 10T
_x

10

20T

15
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Problema 12
<« 4x+11

dx
x+1f +1

a) Calculeu raonadament la integral seguient:

N
b) Calculeu ¢) tax+Il g

(x+1)* +1
Selectivitat setembre 2004, Problema 3.B.

Solucio:

a)

El denominador de dues reals complexes simples.
ax+11 _22Ax+1), 7

(x+12+1 (x+12+1 (x+17?+1

s 4X+211 dx =26 2X21 dx +7¢ 72 dx:2|n|(x+1)2+]4+7arctg(x+1)+C.
x+1° +1 x+1° +1 x+1)° +1
b)
P31 4x+11
—F—dx
(x+1)7 +1
V3-1 7p
= [2In|(x +1)2 +1+ 7arct 1] “in(4)+ P
( n|(x+ ) +1|+ arctg(x + ))0 n( )+ o

16
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Problema 13

Donades les corbes y =(x - 1)*, y =5- x?. Calculeu raonadament:

a) El punt de tall de les dues corbes.
b) L'area de la superficie limitada per les dues corbes i I'eix OY.
Selectivitat juny 2005, Problema 3.A.

Eﬂ:ﬁ?d’interseccié és la solucio del sistema format per les dues corbes.
?y =(x- 1)

ty=5- x°

(x-1)°® =5- x?.

x3 - 2x? +3x- 6 =0.

Aplicant la regla de Ruffini:

X - 2x2 +3x- 6=(x- 2)[x2- 3)=0.

La solucié de I'equacio és:

Ii(’arsai limitada de la superficie limitada per les dues corbes i I'eix OY és:

S= (‘5((x 1)° - (5- xz))dx
S—“z(x3 - 2x% +3x - 6)dx S +£- 6x92 =22,
19 “€a s T2 T

17
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Problema 14
Calculeu tots els valors z reals de manera que (52i dx =In25.
X®-2x-15
Selectivitat juny 2004, Problema 3.B.
Solucio:
Calculem els zeros del denominador x? - 2x - 15 =0.
X=-35.
La funcio y =—— és continua [0, 2], 0<z <5.
X -2x-15
: . ..« -16
Calculem la integral indefinida ¢y dx .
- 2x-15

-6 __A . B
x?-2x-15 Xx+3 x-5

-16  _ A(x- 5)+B(x +3)

. Igualant els numeradors:

x2-2x-15  (x+3)(X- 5)
-16 = A(x- 5)+B(x +3).
Calculant els valors del polinomipera x=-3,5

i- 8A=-16 . JA=2
i . Resolent el sistema: .
i8B=-16 iB=-2
2
N '16 N l N 1 $(+30
dx =20——dx- 2 dx =2In[x +3|- 2In|x - 5|+ C =Inc——+ +C.
Q2 15 X +3 G s +3 px- 9 X 5g
2 2
_ P u _ .
e =20y =202
X°-2x-15 ex-5g QO ez-5g 25
Z -16
———————dx =In25
Qv ox-15
2
nZ3% 1n 2 cinos
ezZ-95g
.2
|n8a'_39 =1In9.
€Z-5g
.2
Z30 -
€Z-5g
2-3=iS
z-5
siZ3=3 2=61 |05
z-5
siZ3=.3 z=3] 10,5[. Si z =6 la funcié yz# no és integrable
z-5 X°-2x-15

Riemann en [0, 6]
Aleshores, I'linica solucid és z = 3.
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