Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a ’ESO 100

991.- En un prisma hexagonal regular les cares laterals son quadrats els costats dels
guals és a. Construim la seccié que passa per una aresta de la base inferior i per
'aresta oposada de la base superior.
Determineu I'area i el perimetre de la seccio.
Gusiev problema 728.

Solucio - B

Com que les cares laterals s6n quadrats de costat a, totes
les arestes del prisma sén iguals a AB=AA =a. P
La secci6 passa pel centre del prisma regular.

La paral-lela mitjana del rectangle ABD’E’ passa pel A

I
1
Siga el prisma regular ABCDEFA'B'C'D’E'F’. “
1
1

centre del prisma i talla les arestes CC', DD' els punts
migs P, Q, respectivament.
La secci6 formada és 'hexagon ABPD’E’Q.

P_Q =2a.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:
BD =av/3.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BDD":

BD' = \/(a\/g)z +a? =2a.

L’area de la seccié ABPD’E’Q és igual al doble de I'area del trapezi isdsceles ABPQ de

bases a, 2ai altura %ﬁ

3aZ.

a+2aj§_

S asPDEQ = 2( 2 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCP :
2
BP =_la% + Ea =£a.
2 2
El perimetre de la seccio és:
Paspoeg = 2-AB+4-BP = 2a+2./5a = (2+2J§)a.
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992.- Siga ABCS un tetraedre regular.

- A
Calculeu 'angle que formen 'aresta AB ila cara ACS.
GuUsiev, problema 637.

Solucio:
Siga M el punt mig de l'aresta CS .

R A
La projeccio de aresta AB sobre ACS pertany a la recta AM.
L’angle que cerquem és o= Z/MAB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :

AM=BM =33 3
2
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMB : M
2 2

J3 J3 > V3

—a| =|—a| +a“—-2—a-a-cosa.

2 2 2
Simplificant: A
cosa = ¥3 . B

3

o= arccosg ~ 54°44'8" .



993.- La base de la piramide ABCDS és el quadrat ABCD.

La cara AABS és perpendicular al planol de la base i és un
triangle equilater.

Siga M el punt mig de l'aresta BS.

Determineu I'angle de la recta CM i el planol de la base.

Solucio:
Siga P el punt mig de l'aresta AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APS:

J3

PS = "a.

2
Siga Q la projeccié de M sobre el planol de la base.
Q pertany a I'aresta AB.

L’angle que forma la recta CM i el planol de la base és
l'angle o = ZMCQ .

A A
Els triangles rectangles BPS , BQM sons semblants.
Aplicant el teorema de Tales:
1. —— 1= 43

- 1_
BQ=—BP=—a. QM==PS =—a.
Q 2 4 Q 2 4

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BQC :

2
oc=[ta +a2=ﬁa.
4 4

A
Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle CQM :

o= arctg% ~ 22°47'11".
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R A
994.- En el tetraedre regular ABCS, per la mitjana AD de la base ABC i K el punt mig
de I'aresta SB, s’ha dibuixat un planol. Determineu I'angle d’aquest planol i la base
A
ABC.
Gusiev problema 700.

Solucio:
Siga el tetraedre ABCS d’aresta AB=a.
KD=21Cs=-la.

2 2

A

Siga O la projeccio de S sobre la base ABC (circumcentre del triangle).
05— 2ap-2a.

3 3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOS:

J6

3|

A
Siga P la projecci6 de K sobre la base ABC.

& _los_ Y6,
2 6

Siga M la projeccio de K sobre AD.

A
L’angle que forma el planol ADK i la base ABC és a = ZKMP .
Siga x = AM.
A A

Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles AMK , DMK :

2 2 2
KM~ = Ea -x2, KM~ = la - Ea—x .

2 2 2

Resolent el sistema;

5.3
X=——a
12
—— 33
KM = Y22 o
12

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle KMP :

e _
sinazizﬂ. o = arcsi 222 ~ 58°314" .
V33 11 11

12
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995.- Siga D el punt mig de I'aresta AS del tetraedre regular
ABCS.

Siga E el punt mig de 'altura OS .
Determineu I'angle de les rectes CE i DO.
Gusiev, problema 654.

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCS d’aresta AB=a.
Siga M el punt mig de l'aresta BC.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle BMA :

J3

AM=""a.
2

O és el baricentre de la base. Aplicant la propietat del
baricentre:

Ao-2An-34. omi-tam- 34,
3 3 3 6
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOS:
os-Y6,.
3
— 1— 6

OE=-0S=—a
2 6

Siga P la projeccio de D sobre la base.

J3

A_PZ@ZO_MZ?a.

A A _
Els triangles OPD , MOE . A més a més PD, OE son paral-lels.

Aleshores, OD i ME son paral-lels.
L’angle que formen les rectes CE i DO és a = ZMEC .
ZEMC =90°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MOE :

E—WZJ(@&}Z {@af
6 6 2

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle MEC :
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996.- Siga el cub ABCDA'B'C'D’.

Siga P el punt mig de 'aresta AB.

Determineu I'angle que forma la recta C'P i la secci6 diagonal
AA'CC.

GuUsiev, problema 643.

Solucio:
Siga el cub ABCDA’B’C’D’ d’aresta AB=a.
Siga O el centre de la cara ABCD.

AC=BC=a\2.
oA -LAc-¥2,.
2 2
Siga Q la projeccio de P sobre I'aresta AC.
L’angle que forma la recta C’P i el rectangle AA'C’C és
a=ZQC'P.

A A
Els triangles rectangles AOB, AQP son semblants de rao6 2:1.
Aplicant el teorema de Tales:

Ao-toa-¥2,.
2 4

J2

- 1—
AQ=-0OA=—a
Q 2 4

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OCC":

3.2 jz V34
~Za —Ta.

~A L a2
CQ= a+(4

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PBC":
2
RC \/(aﬁ)z +(%aj 2a

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle PQC":

cosao = (E __4 = 34 = g =arcco —"34 ~13°37'59".
PC' 3, 6 PC' 6



997.- Siga el cub ABCDA'B’C’D’.

Siguen P i Q els punts migs de les arestes AA' i DD,
respectivament.

Determineu els angles de les rectes PD, QC’. P
Gusiev problema 661.

Ricard Peird i Estruch

Dl
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B
|~
B

C
A
Solucio:
Siga el cub ABCDA'B'C’'D’ d’aresta AB=a.
Pel punt Q tracem una recta paral-lela a la recta PD que o
passa pel vertex A’ a C’
L’angle que formen les rectes PD, QC’ és o= ZA'QC'. = (
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DAP : Q ol

P
P —oc - L a. )

A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle A'D'C': A

A'C =ay2.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle A'QC":
2 2
> (5 J5 J5 5
a2 | = 7a + 78 —2?a7a-cosa.

cosa = é o= arccos(%j ~ 78°27'47" ..
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998.- Siga ABCD un tetraedre regular.
Siga M el punt mig de l'aresta BS.

Calculeu 'angle de la mitjana AM i l'aresta CS .
GuUsiev, problema 662.

Solucio:
Sig el tetraedre regular ABCS d’aresta AB=a. A

Pel vértex S tracem una paral-lela a la mitjana AM que talla la recta AB en el punt P.
ZSPB =30°, ZPSB =90°.

PB =2BS =2a, PS =aJ/3

Siga N el punt mig de I'aresta AB.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle AMB :

J3

AM=CN=""a.
2

N =2a.
2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle PNC :
PC =a/3.
L’angle que formen les rectes AM, CS és a = /PSC .

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle PSC :
(a\/§)2 = (a\/§)2 +a’ —2ay/3a-cosa.
J3 J3

cosa = ? , o= arccos? ~ 73°13'17".
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999.- En la piramide triangular regular ABCS tots els angles plans del

veértex S son rectes. p 7
Siguen P i D els punts migs de les arestes AS i BC, respectivament. &
Determineu I'angle que formen les rectes CP i SD.
Gusiev problema 663. 4 D
B

Solucio:
Siga la piramide regular ABCS d’aresta de la base AB=a amb els angles plans del
vértex C rectes. Aleshores:

J2

AS=CS=""a.
2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle PSC :

p_c:@ B
=

Pel vertex S tracem la recta paral-lela al segment PC gue talla la recta AC en el punt
T.

L’angle que formen les rectes CP i SD és I'angle o = Z/DST .

A A
Els triangles APC, AST son semblants de ra6 1:2.
Aplicant el teorema de Tales:

J10

S_TZZQZTa. azA_Cza.
ZTCB =120°.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle DCT :

2
or’=(Ltal| +az2_2ta.al ).
2 2 2
— 7

DT =—a.
2

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle DST :

(\/7 JZ_(l jz {\/ﬁ ]2 1_+10
—a| =|—-al| +|—a| —2—a——a-cosa.

2 2 2 2 2

cosa = @ o= arccos@ ~ 50°46'7" .
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1000.- En els punts A i B del planol T s’eleven les perpendicular AC=a BD =b, en
el mateix costat del planol.

Proveu que les rectes BC i AD s’intersecten en un punt T.
Calculeu la distancia de T al del planol I1.

Gusiev, problema 678.

Els punts A, B, D, C pertanyen al mateix planol

|
|
|
Solucio: i
|
1
ja que les rectes AC, BD son paral-leles. [

/O

ABDC és un trapezi rectangle, la diagonal del
trapezi pertany al planol del trapezi.

Siga Q la projeccié de T sobre el segment AB. Q

A A
Els triangles rectangles ABD, AQT soén | |
semblants. Aplicant el teorema de Tales: l

b PQ ‘.I |

———— (1)
AB AQ ;
A A :
Els triangles rectangles BAC, BQT son |
semblants. Aplicant el teorema de Tales: '
a a—
PR___a-f @)

AB AB-AQ AQ
Dividint les expressions (1) (2):

E = _2 . Resolent I'equacio:
a a-PQ

— ab

PQ =

a+b’



