Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a I'ESO 103

1021.- El figura de la dreta esta format per vuit arcs circulars
d’igual radi. Els centres de quatre arcs son els vértexs del
gquadrat i els altres 4 arcs tangents .

tenen el centre en els punts migs dels costats del quadrat.
Si la diagonal del quadrat és 1, determineu el perimetre de
la regié ombrejada.

UKMT, senior 2013. Problema 21.

Solucio:
El radi dels arcs és la quarta part de la diagonal del

quadrat.

1
r=—.

4
Els arcs que tenen centre en els vertexs del quadrat son

semicircumferéncies. /
Els arcs que tenen centre en els punts migs dels costats

del quadrat sén % de circumferéncia.

El perimetre de la figura és:
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1022.- En la figura PQRS és un quadrat.

Els punts T i u sén punts migs dels costats QR i RS, X
respectivament. W
La diagonal QS talla els segments PT i PU en els punts W, V,
respectivament.
Determineu la proporci6 entre les arees del pentagon RTWVU i el \
quadrat PQRS.
UKMT, senior 2013. Problema 23.
S U

Solucio:

A
Siga S l'area del triangle SUV .
Stow =Ssuv =S.

A A
Els triangles SUV, QPV sén semblants i de ra6 1:2.
Aleshores, Sqp, =4S.

A A
Els triangles SVP , QPV tenen la mateixa altura, les arees son proporcionals a les
bases:
Sewe _ SV _ 1

=— =—. Aleshores:
Sepv QV 2
1
Ssvp = ESQPV =2S.
Ssop =Ssvp +Sgpv =6S.
Spors = 2Ssgp =12S
Skrrwwu = Ssto ~2Sgyy =4S.

La proporci6 entre les arees del pentagon RTWVU i el quadrat PQRS.
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1023.- En la figura, les diagonals del quadrilater PQRS és tallen en el punt O.
Determineu la mesura del costat x = PQ. X
UKMT, senior 2013. Problema 24.

Solucio: R
Siga a =JSOR =[0POQ.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle SOR :
82 =47 +5” -2 B [tosa .

23
cosa =-——.
40

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle POQ :
x? =4% +10* -24 10 [tosa .
x> =162.

x=9\/§.
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1024.- La hipotenusa d’un triangle rectangle és 4 vegades major que ﬁ(\
I'altura sobre la hipotenusa. |

Amb quatre triangles rectangles s’ha col-locat com en la figura. ax
Calculeu la mesura del costat del quadrat interior ombrejat.
UKMT, senior 2013. Problema 8.

Solucio:
R
N M
A
B H C [3) Q

A - -
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. BC =4x id’altura AH=x.
Siga y =KL el costat del guadrat ombrejat KLMN.

A
L'area del triangle rectangle ABC és:

S asc =%4XD( = 2x°.

L’area del quadrat ombrejat és igual a I'area del quadrat exterior PQRS menys quatre
vegades l'area del triangle rectangle AéC :

S, = (4x)? —4(2x2): 8x°.

S, =Yy°.

El costat del quadrat ombrejat és:

y=\/§=2x\/§.
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1025.- Siga el quadrat PQRS tal que @ : @ =1:2. Q

Siga T la projeccié de S sobre la diagonal PR.

A
Calculeu la proporcié entre les arees del triangle RST i el rectangle PQRS.
UKMT, senior 2013. Problema 14.

Solucio: T
Siga PQ =c, QR =2c costats del rectangle PQRS.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle RSP :
RP =c+5.

La seua area és:
Spors = 2€°.
Siga RT =x.
A A
Els triangles rectangles RST, RPS son semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

TS = 2x.

A
L'area del triangle RST és:
Sgrst =%x 2x = x?.

A A
Els triangles rectangles SPT, RPS sbén semblants.

Aplicant el teorema de Tales:
TP = 4x.

RP =5x.

Aleshores, c/5 =5x.

Elevant al quadrat x? = %cz .

A
La proporci6 entre les arees del triangle RST i el rectangle PQRS és:
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1026.- En la seguent figura proveu que a+b+c +d =180%e.

Solucié:

Siga el pentagon ABCDE.

Les rectes AE, BC es tallen en el punt P.
Les rectes DE, BC es tallen en el punt Q.
Siga x =0APB, y=0CQD.

A
La suma dels angles del triangle PQE és 180°:
180°=e+Xx+y 1)

A
La suma dels angles del triangle PBA és 180°:
a+b+x=180° (2)

La suma dels angles del triangle CCA)D és 180°:
c+d+y=180° 3)

Sumant les tres expressions:
180°+a+b+x+c+d+y=e+x+y+180°+180°.
Simplificant:

a+b+c+d=180°e.
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2027.- En la figura, sobre una corona circular s’han
dibuixat dotze semicercles iguals tangents a les
circumferéncies pel diametre i tangents entre ells pel
diametre.

Els diametres dels semicercles pertanyen a diametres de
la circumferéncia gran.

Calculeu la proporcié entre la zona ombrejada i la corona
circular.

Solucio:
Siga O el centre de les dues circumferéncies que formen la corona circular.
Siga AQ =2s diametre d'una semicircumferéncia tangent a la corona circular.
Siga P el seu centre.

Siga @ =r radi de la circumferéncia interior de la corona.
El radi de la circumferéncia exterior és:

OA=AB=r+2s.

360°

UAOB = =30°.

Siga T el punt de tangéncia de la semicircumferéncia i el
radi OB.
PT =s.

Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle O'AI'P :
OP = 2PT =2s.

OP =r+s.

Igualant ambdues expressions:

2s=r+s.

Aleshores, r =s.

L'area de la corona circular és igual a I'area del cercle major menys l'area del cercle
menor:

S, =T(r +2s)* -m? =1(3s)* - 15% =817,

L'area de la zona ombrejada és igual a I'area de la corona menys l'area de 6 cercles
de radi s:

S, =8ms® - 618° = 2115,

La proporci6 entre les arees de la zona ombrejada i la corona circular és:

S, _2ms® 1

S. 8ms? 4
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1028.- Les coordenades dels vertexs d’'un quadrat sén (p, 0), (a,b), (c,d), (0,q), on

a, b, ¢, d, p, g s6n nombres reals positius.

Proveu que p+q=%(a+b+c+d).

Solucio:
Siga O(0, 0) I'origen de coordenades.

Siguen P(p, 0), Q(0, q) R(a, b), S(c, d), les coordenades del quadrat PQRS.
Pel punt R tracem una paral-lela r a I'eix d’abscisses que talla I'eix d’abscisses en el

punt M.

Pel punt S tracem una paral-lela s a I'eix d’ordenades que talla I'eix d’abscisses en el

punt K.

Les rectes r, s s'intersecten en el punt L.

A A A
Els triangles rectangles POQ, QMR, RLS,

A
SKP sén iguals.
KS=QM=p, MR=PQ=q.
Aleshores hores les coordenades de R i S son:

R(g.p+0a), S(p+q.p).
Igualant les coordenades dels punts R, S:
a=p+q

b=p
c=q
d=p+q

Sumant les quatre expressions:
at+b+c+d=3(p+q).

Aleshores, p+( =%(a+b+c +d).

A

" R(.p+a) .
S(p+a,p)
Q(0,q)
b0.0) P(.0) K
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1029.- Proveu que en un triangle equilater la proporcio entre I'area del cercle
inscrit i I'area del triangle és igual a la proporcio entre la longitud de la
circumferéncia inscrita i el perimetre del triangle.

S P

Cins — _ Ccins

SABC I:>ABC

Solucio:

Siga el triangle equilater AlgC de costat AB =c.

Siga | l'incentre del triangle. C
Siga M el punt mig del costat AB.

Siga Ml =r radi de la circumferéncia inscrita.

OIAM = 30°, aleshores, Al=2[MI=2r.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMI:

2
(27 =r? +(3j - A Y
2
Resolent I'equacio:

r:ﬁcl
6

La proporcio entre I'area del cercle inscrit i I'area del triangle és:

V)
SC.ins — mz — 6 — T[\/g

S asc ﬁcz ﬁcz 9

4 4
La proporci6 entre la longitud de la circumferéncia inscrita i el perimetre del triangle.
J3
I:)C.ins — 21w — ZT[?C — T[\/g
Ppc  3C 3c 9

P

C.cins

S,
Aleshores, —=&ins. =
ABC PABC
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1030.- En la figura hi ha una circumferéncia de centre O i

A
el triangle OPQ.

El costat PQ és tangent a la circumferéncia.
L'area del cercle és igual a I'area del triangle.

Determineu la raé entre la longitud del costat PQ i la p
longitud de la circumferencia.
UKMT, senior 2013. Problema 11.

Solucio:
Siga T el punt de tangéncia de la circumferencia i el costat @ .
Siga OT =r radi de la circumferéncia.

A
L’area del triangle OPQ és igual a I'area del cercle,
aleshores:

Soro =%@aﬁ=mz.
DA - 2
EPQ t=1r".
@ =21T.
La longitud de la circumferéncia és:
L =2mnr
La proporcio entre @ i la longitud de la circumferencia és:

E:ll
L



