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111.- En un rombe ABCD de costat 4cm i angle DBAD = 60° esta inscrita una
circumferéncia. A aquesta circumferéncia s’ha tragat una tangent que talla AB en el

punt Pia AD en el punt Q. Determineu les mesures de PB i QD si PQ =2cm.
Gusiev, problema 187.

Solucio:

Siga O el centre de la circumferéncia tangent al rombe.

Siga T el punt de tangencia del segment PQ i la circumferéncia.
Siga x =PT, y=QT, x+y=2 1)

Siga R el punt de tangéncia de la circumferéncia i el costat AB .
PR=PT = x

DBOR = 30°, aleshores:
BR=1, OR =+/3.

AR =3, AP =AR- PR =3- Xx. B o D
Analogament, AQ =3- vy.

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AFD’Q:

22 =(3-x)2+(3-y)%- (3- x)(3- y)cos60°.

Simplificant:

x2 +y? - xy-3x-3y+5=0 (2) c
Considerem el sistema format per les expressions (1), (2):

ix+y=2 ix=1

la solucio del qual és j
ty=1

Ix2+y?- xy- 3x- 3y+5=0
Aleshores, PB = QD =2cm .
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112.- Una circumferencia és tangent a dos costats adjacents d’'un quadrat i divideix
cadascun dels altres dos costats en dos segments de longituds 2 i 23cm. Determineu
el radi de la circumferéncia.

Gusiev, problema 186.

Solucio:
El costat del quadrat mesura 25cm.
Siga O en centre de la circumferéncia.

Siga E el punt on la circumferéncia talla el costat CD tal que DE=2,CE=23.
Siguen P, Q els punts projeccié de O respecte dels costats AD,
AB , respectivament.

Siga r =OP = 0Q = OE , radi de la circumferéncia.

Siga M el punt projecci6 de O sobre el costat CD D

El triangle OI\L}IE és rectangle.

ME =DM- DE=r- 2. P
OM=AD- AP =25 -1

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
OI\?IE :

r2=(25-r)2+(r- 2)2.

Resolent I'equacioé en la incognita r:

r=17cm.
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113.- Pels vertexs d’un quadrilater es tracen rectes paral-leles a les seues diagonals.
Demostreu que I'area del paral-lelogram obtingut és dos vegades I'area del quadrilater
donat.

Gusiev, problema 248.

Solucié:
Siga O la intersecci6 de les diagonals.
Siga P la interseccio de la paral-lela a BD que

passa pel punt A i la paral-lelaa AC que passa
per D.

ODPA és un paral-lelogram i AD és la
diagonal. Aleshores:

Saop =S aep -
Analogament:

Spos =Saos Seoc = Serer Scop =Scsp - R

Skors = Soarp T Sosoa T Socre T Sopsc =2 aop T2 pop T2 pac + 258 op =
=2 ><(S’AOD +S a0 tSgoc *Scop ): 255 pgep -

Si el quadrilater és concau la demostraci6 seria igual:
Shors = Sopsc = Soarp T Socrs - Soroa = 2%Scop - 2X8oc 128 poc - 28 p05 =

= 2)<SCOD - Spaop tSgoc - SAOB) =25 gep -
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114.- Els costats d’'un paral-lelogram sén a i b, I'angle entre ells és a . Determineu
I'area del paral-lelogram format per les bisectrius dels angles interns del
paral-lelogram.

Gusiev, problema 249.

Solucio \\ \
Siga el paral-lelogram ABCD, AB =a, AD =b, D

a = bDAB .

Siga PQRS el paral-lelogram format per les R
bisectrius. '
BADC =180°-bDAB =180°-a . 5

PDAS =2 PADS =900- 2 .
2 2

A s
Aleshores, BASD =90°.
Per tant, el paral-lelogram PQRS és un rectangle.

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle CPD:
PC

————COS—— Aleshores, PC = a><:os2
a 2 2

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle BQC:
QC = cos— Aleshores, QC b>«cosi
b 2 2

Aleshores, PQ=PC- QC =(a - b)cos% .

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle CPD:
PD

-——sm— Aleshores, PD = a>s|n—a—
a 2 2

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ASD:
SD
b

Aleshores, PS=PD- SD =(a - b)sin%.

sm— Aleshores, SD = bmln%

sina .

S =5CXE§=a-bZS|n—mos——( b)*
ors = PQ ( ) > > 5
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115.- En la seguent figura DBAC =90°, AB=AC =BD i
- - D
CD = CE . Calculeu els angles del triangle ADE
C
D
Solucio: B
D

El triangle rectangle ABC és isosceles.
Aleshores, BABC =BDACB =45°,
Per tant, DABD =BDE =135°.

- D 450
El triangle CDE, aleshores, DDEC =BCDE = >

. D 450
El triangle ADB, aleshores, DADB =DBAD = >

o o
Aleshores, DADE =45°, DDAC =90+ 4; _ 2225 .
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116.- El la seguent figura ABCD, AEHI, BEFG son quadrats iguals.
Calculeu la mesura de I'angle BBDF.

A B

Solucio:
D
Notem que el triangle ABE és equilater ja que els costats del quadrats son iguals.

Notem que el gir de centre B i 60° transforma el quadrat BADC en el quadrat BEFG.
El punt F és el transformat per aquest gir del punt D, aleshores, DDBF = 60°

P - D
Com que BD = BF, aleshores, el triangle BDF és equilater per tant, DPBDF = 60°.
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117.- En el triangle ABC, D és el punt mig del costat AB i E és el punt mig del costat
- D
AC . Les rectes BE i CD es tallen en el punt F. Si 'area del triangle ADE és 6¢cm?2.

D D
Calculeu la diferencia entre les arees dels triangles BCF i DEF

Solucié:
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son
proporcionals a les bases.

El punt F és la interseccié de les mitjanes (baricentre). E
Aplicant la propietat del baricentre:

CF =2¥D, BF=2:FE.

D D

Els triangles ADE, DBE tenen la mateixa altura i a A
més a més, AD =DB.
Aleshores, Spge =Spe =6.

D D - -
Els triangles EFD, DBE tenen la mateixa altura i a més a més, EB = 3 >EF .
Sero _EF _ 1 qleshores, Seep = le=».
SDEF EB 3

D D -
Els triangles EFD, BFC sén semblants la ra6 proporcié és DE :BC =1:2
Les arees son proporcionals al quadrat de la rad dels costats proporcionals.

— .2
ﬁ = gB_—Cg =4,
Spre DE 4
Secr =4S =8.
D D
La diferéncia d'arees dels triangles BCF i DEF és:
Secr - Sper =8- 2=6cm?.
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118.- En un triangle equilater ABC es traca una circumferéncia el diametre de la qual
esta en AB i es tangent als costats AC, BC. Siga la recta r paral-lela al costat AB
tangent a la circumferéncia que talla els costats AC, BC en els punts D, E,
respectivament.

D D
Determineu la relacio entre els perimetres dels triangles ABC, CDE.
32 Cabri Olimpiada Argentina.

Solucio: c
La circumferéncia té el centre en el punt mig del costat AB .

- D
Siga CH la altura del triangle ABC

Siga P el punt de tangéncia de la circumferéncia i el costat AC .
Siga T el punt de tangéncia de la recta r i la circumferéncia.

. . D D T
Considerem el triangle rectangle CPH, BPCH =30°.
Aleshores, PH= 1gh.
2 P
PH =HT , per ser radis de la circumferéncia.
Aleshores, CT = CH- HT = = CH.
2 A H

D D
Els triangles ABC, CDE, son equilaters la proporci6 entre els perimetres és igual a la
rad de proporcionalitat entre és altures.

perimetreCDE _CT _ 1
perimetreABC CH 2
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119.- Siga el triangle isdsceles ABC, AB =BC, siguen r i s les mediatrius als costats
AB, BC, respectivament. Siga D el simetric de A respecte a la recta s i E el simetric de
C respecte de la recta r, Determineu la mesura de I'angle D DBE en funcié de la

mesura de I'angle DABC.
3?2 Cabri Olimpiada Argentina.

Solucid: D
Siga BDABC = 2a. Aleshores, BDBCA =90°-a .

— D
Siga BH l'altura del triangle ABC.
DABH=DCBH=a.

BD és el simétric de CA respecte de la recta s.
Aleshores, BDAC és un trapezi isosceles, aleshores:
PCBD =bBCA =90°-a.

PDBH =DCBD- BCBH =90°- 2a .

El punt E és simetric de D respecte de BH, aleshores:
PDBE =2 DBH=180°-4a .
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D
120.- Donat un triangle equilater ABC es tracen per A les perpendiculars a AB i AC,
per B les perpendiculars a BC i BA i per C les perpendiculars a CA i CB. Determineu la
rao entre les arees de l'estrella formada i el triangle.
42 Cabri Olimpiada Argentina.

Solucié: \ M /

D
Siga ABC un triangle equilater de centre O.
Siga JKLCMNPAQRSB l'estrella formada.

ARBKCN és un hexagon regular.

Saoc =Sanc-
Aleshores, S zpien =258 ppc -

D
BJK és un triangle equilater.

Q S
L’estrella esta formada pel hexagon regular ARBKCN i 6 / \
D

triangles iguals al triangle equilater BJK que sumen la mateixa area que la de
'hexagon regular ARBKCN.

Aleshores,

S =258 jreken =4S pgc -

estrella

S

estrella — 4

SABC



