Problemes de Geometria per a I'ESO 124

1231.- Les tres dimensions d’'un ortoedre formen una
progressié aritmética i sumen 45.
L'ortoedre té area 1332.
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Calculeu les dimensions de 'ortoedre.

Solucio:

Siguen a—d, a, a+d les dimensions de I'ortoedre.

La suma de les tres dimensions és 45.
a-d+a+a+d=45.

a=15 (2)
L'area de 'ortoedre és 1332:
2a-dja+2(a—-d)(a+d)+2a(a+d)=1332.

3a% -d? =666 (2)
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):

d>=9 3
Resolent I'equacié

d=-33.

Les dimensions de 'ortoedre son:
Si d=-3, 18,15,12.

Sid=3, 12, 15, 18.
Es el mateix ortoedre en tots dos casos.
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1232.- Els catets d’un triangle rectangle isosceles mesuren 4. 4
Es tracen tres paral-leles a un dels cotats (veure figura) \
Calculeu l'area de la figura ombrejada. 3
2
1
Solucio: 1 2 3 4

A -
Siga el triangle rectangle OPQ, O =90°, OA=0B =4.
Siga ABCD el quadrilater ombrejat.

A A
Els triangles rectangles OPQ, KBQ sén semblants i de rad 4:1.
Aplicant el teorema de Tales:

__l_
QB=-PQ.

A A
Els triangles rectangles OPQ, LAQ sbén semblants i de ra6 4:2.
Aplicant el teorema de Tales:

__1_
QA=2PQ.

Aleshores, AB = %% .
1
Spgo = ZSOPQ .

A A
Els triangles rectangles ABO, DCO so6n semblants i de ra6 4:3.

Aplicant el teorema de Tales:

2
3
S = —| S .
DCO (4} ABO
9} 71 7 71 7

Saecp = Sago ~Soco :(1_E ABO = 752 D 0PQ =a 0PQ —ag‘lm =§-



1233.- Si el perimetre del rectangle ABCD és 180
indiqueu el perimetre de la regié ratllada.

Solucié:

A
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Siga O el punt mig del segment AB, centre del semicercle de diametre AB.

Siga P el punt mig del segment AD, centre del semicercle de diametre AD.

Siga r el radi del semicercle de diametre AD.
El radi del semicercle de diametre AB és 2r.

Aleshores, AD = 2r, AB =4r.

el perimetre del rectangle ABCD és 180:
2(4r) +2(2r) =180 . Resolent I'equacio:
r=15.

Els dos semicercles anteriors s’intersecten en el punt L.
Siga S la projecci6 de L sobre el costat AD.

Siga T la projeccio de L sobre el costat AB.

Siga AT=SL=x, TL=AS=y.

OT =30 -x, P_S=y—15.

D o
S \/
L
P

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PSL:

152 =x? +(y -15)2.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PTL :

302 =y? +(30-x)°.

Considerant el sistema format per les dues equacions:
x? +y?-30y =0 X =12

{x2+y2—60x:0 y=24

DS=30-y=6.

LM =60-2x =36, LK =30-2DS =18.

. Resolent el sistema: {

A A
Notem que els triangles LOM, LPK son semblants i de ra6 2:1.

Siga a =LOM=[LPK.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle LOM:
362 =302 +30° -2 [B0 [BO [Zosq .

cosa = l .a= arccosl = 73°44'23"
25 25

~

El perimetre de la figura és igual a la suma de doble dels arcs LO'M, LK:
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Tt

p=2 25— |+2 280 -4 =11583,
3600 2

360°j

1234.- En la figura, calculeu I'area de la regié ombrejada, essent
AB =BC =242, DABC = DAEC =90°, JEAC =15°.

15°

Solucié:

El triangle AéC és rectangle i isosceles.
OOBAC =[OBCA =45°,

Aleshores, [IBAC =30°.

Siga P el punt intersecci6 dels segments AE, BC. B
OAPB =[OEPC =60°.
OPCE =30°

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABP:

AP = 4*/_ Bp_lﬁ_ﬁ.

2 3
- 3 _evz-23 g ©
Pc:2J§—233:6 T

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PEC :

CE= mi;f'f

L'area del triangle BCE és:

SmE—;WﬂIEEmﬂP——&E@%_Jﬂéng_L



1235.- En la figura determineu I'area de la regié ombrejada
sabent que ABCD és un quadrat, IBEC =90°, BE =a,

EC=bia?+b2+ab=5.

Solucio:
Siga BC = c costat el quadrat ABCD.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BEC :

c?=a®+b?.
Per hipotesi, a? +b? =5-ab .

c=+5-ab.

A
Siga h l'altura sobre la hipotenusa del triangle BEC .

A
L'area del triangle BEC és:

1ab =1ch.
2 2

ab

J5-ab
A P
L’altura del triangle ADE sobre la base AD és:

b
c+h=+45-ab + a .
J5-ab

A
L'area del triangle ADE és:

h =

— (
S aoe =%AD(«/5—ab s 0 Jz%Js—abL\/s—ab +

J5—-ab

ab

J5-ab

j:
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5
>
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B
A
1236.- Si I'area del triangle ABC és 36 calculeu l'area de la
Regié ombrejada.
2b
b
A 2c P c
Solucio:
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén proporcionals a les bases.
. . . A R B
Siga el triangle ombrejat PQR i S la seua area.
A A
Els triangles PQR, AQP tenen la mateixa altura sobre la base AR:
Saop =3S.
Sarp =4S.
A A R
Els triangles ARQ, ARB tenen la mateixa altura sobre la base 0
. 6S
PB: \
Sars = 2Sare =8S. 35
S e =12S. A P

A A
Els triangles APB, PCB tenen la mateixa altura sobre la base AC:

1
Sece :ESAPB =6S.

Sasc =18S=36.
S=2.
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A
1237.- L'area del triangle ABC és 24.
Calculeu l'area de la zona ombrejada.

Solucio:
Siga l'area Spop =S.

N A
PQ és la paral-lela mitjana del triangle KLB .

A A
Els triangles PQB, KLB s6n semblants i de rad 1:2. La proporcié de les arees és el
quadrat de la proporcié. Aleshores: B

Skig = 2% [Bpgg =4S.
Dos triangles que tenen la mateixa base i la mateixa altura tenen la

mateixa area.
- A A . . .
Els triangles AKB, KLB tenen la mateixa base i la mateixa altura:

Saks =Sk =4S.

Els triangles APA<P, AIgB tenen la mateixa base i la mateixa 2s 3° 2S
altura: A " s
S akp :%SAKB =2S.
Analogament:
1

L'area del triangle AéC és:

Sasc =125 =24,

S=2.

L'area de la zona ombrejada és:

Somb =Spos ¥Sakp *Sico =S+25+25=55=10.
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1238.- Calculeu l'aresta del cub inscrit en un con equilater de
radi r (la generatriu és igual al diametre de la base).

Solucio:
Siga ABCDA'B'C’D’ el cub inscrit en el con.
Siga AB =a la seua aresta.

Siga MN = 2r el diametre del con que passa per A, C.

Siga P el vertex del con.

Considerem la secci6 del con que forma el planol que passa

per M, N, P.

NP = 2r A
Siga O el centre de la circumferencia base,

Siga Q el punt mig de A'C':

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle A'QP:

J2 A

A'_Q=7a.ﬁ:a\/§.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle NAA':

NA =293, Na-43,
3 3
N

A‘_Q:7a,m:a.

@Mﬁ{% z}a.
L? + x/EJa = 2r . Resolent 'equacio:
a= (3\/5 - 2\/§)r .

P
DF
-
CP
Q1]
Bl
-
O &
B
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1239.- Siga el triangle de costats 12, 16, 20.
Determineu I'area del triangle format pel circumcentre el baricentre i el incentre del
triangle anterior.

Solucio: C
A
Siga el triangle ABC, a=25, b=12, c=16.
Notem que a® =b? +c?, aplicant el teorema invers de Pitagores. o
A
El triangle ABC és rectangle A =90°. | G
En un triangle rectangle el circumcentre O és el punt mig de la
hipotenusa. -
A Tp M

E:ﬁ:%":m.

Siga G el baricentre.
Siga M el punt mig del costat AB.

Aplicant la propietat del baricentre GM = %w

A
Siga | I'incentre del triangle ABC .

Siga T la projecci6 de | sobre el catet AB.
El radi de la circumferéncia inscrita és:
ﬁ = ﬁ = bLz_a =4.

Siga P la projeccié de G sobre el catet AB.

A A

Els triangles CAM, GPM s6n semblants i la rad és 3:1.
Aplicant el teorema de Tales:
GP=1CA=4, AP=2AM=20

3 3 3
Notem que IG és paral-lel al catet AB.
G=AP-AT=36_4-4
3 3

A
OM és paral-lela mitjana del triangle ABC , aleshores:

OM és perpendicular al catet AB i a més a més, OM = %ﬁ =6.

A JE— -
L’altura del triangle 1IGO sobre la base IG és h=0OM-IT=6-4=2.

A
L’area del triangle IGO és:
1—~ 14 4
Sco ==IGh=—=2=—.
o2 237 3
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A
1240.- Siga el triangle rectangle ABC, A =90°.
Determineu I'area del triangle format pel circumcentre el baricentre i el incentre del
triangle anterior en funcio dels catets.

Solucio:
Suposemque b<c
En un triangle rectangle el circumcentre O és el punt mig de la hipotenusa.

AO=0A=2.
2 C

A
Siga | I'incentre del triangle ABC .

Siga T la projeccié de | sobre el catet AB.
El radi de la circumferéncia inscrita és:

IT=AT=0%ca

Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle

A
isosceles ATI:

J2

Al=(b+c-a)>2,
( )2

Siga G el baricentre.

Aplicant la propietat del baricentre GO = %AM = % :

Siga H la projeccio6 de | sobre la mitjana AO

A P —
L’altura del triangle 1IGO sobre la base GO és h=1IH.

UIAH = 45°-B .

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle AHI:

\/—(ﬁg_ﬂglz(b+c—a)(c—b).

HI = Nsin(45°—B) =(b+c —a)—2
2 2a 2a 2a

A
L'area del triangle IGO és:

1 1E(b+c—a):i

S =-GOh== b+c-a)(c-b).
) 26 2a 24( )€ -b)

A
Aleshores l'area del triangle IGO en funci6 dels catets és:

Seo =2—14(b+c—\/b2 +c2j|c—b|.



