Problemes de Geometria per a I'ESO 131

Ricard Peird i Estruch

A
1301.- Siga el triangle ABC de coordenades A(-2,0), B(4,0), C(0, 4).
Determineu les coordenades dels vertexs del quadrat inscrit en el triangle que té una

base sobre el costat AB.

Solucio: 0
Siga el quadrat PQRS de costat c amb les seguents coordenades:
P(x,0), Q(x+c,0), R(x+c,c), S(x,c).
P_B=4—(x+c),ﬁ=x+2. R
A A

Els triangles rectangles COB, RQB sbén semblants.
Aplicant el teorema de Tales: 1

c 4 '
—=—=1 1
4-x-c 4 @ A 1 _

(@] 0O g

A A
Els triangles rectangles AOC, APS sén
semblants.
Aplicant el teorema de Tales:
c 4

=—=2 2
X+2 2 @

Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):

c

- =1
4-x-cC

. Resolent el sistema:

Les coordenades dels vértexs del quadrat PQRS son:

(o) o) 2 4]




1302.- Siga el rectangle ABCD AB =20, AD =15.

L'arc de centre A que passa per C talla la recta
diagonal BD en els punts E, F.

Determineu la mesura de la corda EF .

Solucio:
Siga M la projeccio de A sobre la recta BD.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :

AC =BD = 25, radi de l'arc.
A
L'area del triangle rectangle ABD és:0

_ F
%AM 25 = %20 [15. Resolent I'equacio:

AM=12.

N N A
AF = AE = 25, el triangle AEF és isosceles, aleshores,
FM=EM.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMF :

FM =+/252 =122 =./481.
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EF = 2 [FM = 2./481.
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1303.- En el dibuix el segment DE és paral-lels al triangle ABC.

Determineu el valor de x. 1

X-7

2x-5

Solucié:

X=-7>0 . A
, resolent el sistema 7 <x <18. 18-x
18-x>0

AC =3x-6.

A A
Els triangles ABC, DEC s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
18-x x-7

3x-6 x-1
2x? —23x +30 = 0. Resolent 'equacio:
x =10, X =§.

2

x:% no és solucié ja que 7 <x <18.

Si x=10:
AB=8, AD=15, DC=9 AC =24.
Aplicant el teorema de Tales:

BE _EC

AD DC.

10 _EC . Resolent I'equacio:
15 9

EC=6.

BC =16.

En aquest cas, AC = AB +BC . Per tant, no seria un triangle.
Aleshores el problema no té solucio.
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1304.- Siga el tetraedre ABCD.

Siguen P i Q els punts migs de les arestes

BD, CD, respectivament.

La secci6é que passa pels punts A, P, Q
divideix el tetraedre en dues parts.
Determineu la proporcio entre els volums de
les dues parts.

Solucio:

- A
PQ és la paral-lela mitjana del triangle BCD .
El planol que passa pels punts A, P, Q divideix el tetraedre ABCD en dues piramides,

A
PQDA i BCQPA de bases PQD, BCQP, respectivament.
Les dues piramides tenen la mateixa altura h sobre les bases anteriors.

A A
Els triangles BCD, PQD sb6n semblants i de ra6 2:1.
Aplicant el teorema de Tales:

2
1 1
Spap =(Ej Sgcp =ZSBCD'

3
Sgcop = Skep ~ Seap :ZSBCD'

El volum de la piramide PQDA és:

1 11
Veaqoa :ESPQD (h :EZSBCD (h..

El volum de la piramide BCQPA és:

1 13
Vecopa = ESBCQD th = EZSBCD th.

La proporcio entre els dos volums és:
11
— = Spep h
VPQDA _34 Beb —

V, 13
BCQPA gZSBCD h

Wl
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1305.- Siga el cub ABCDA'B'C'D'.

Siguen P i Q en les arestes @, ﬁ,

respectivament tal que BP = %ﬁ ,DQ = %ﬁ .

La secci6 del cub que passa pels punts A, P, Q
divideix el cub en dues parts.

Determineu la proporcio entre els volums de les
dues parts.

Solucio:

Siga AB =a, aresta del cub.

El planol que passa pels punts A, P, Q talla I'aresta cc
en el punt K.

Siga M la intersecci6 dels segments % AK .

Siga O el centre de la base ABCD.

oM=1a.
4

A A
Els triangles rectangles AOM, ACK sén semblants i de
rao 1:2.
Aplicant el teorema de Tales:

CK=1a.
2

El planol que passa pels punts A, P, Q divideix el cub en dos cubs truncats.
El volum del cub truncat ABCDPKQ és:

1 1 1
“a+a+-a

BP+CK+DQ)_ ,4° 2° 4~ _1

V, =S ——|Fa"—&=———=—a".
1 ABCD[ 4 J 4 4
El volum del cub truncat A'B'C'D’APKQ és:
1 3
V, =V, -V, =a° _Za3 =Za3'
La proporci6 entre els dos volums és:
1.,

vi_a® 1
Vv, §a3 3
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1306.- Donada la circumferéncia x? +y? =25 iles rectes r =3x+4y =0,
s =3x -4y = 0. Determineu 'area del paral-lelogram format per les rectes tangents a
la circumferéncia paral-leles ar, s.

Solucio:

La circumferencia té centre O(0, 0) iradi

r=5. 5

El paral-lelogram que es forma és un y = 3l
rombe. : 4
Les rectes paral-leles a r tenen equacio:
ry =3x+4y+d=0. 2

La distancia del centre O a la recta
tangent és igual al radi: L 12

_d
V3% +47
d =25, -25. Les dues rectes tangents i
son: r
r =3x+4y+25=0, ' 52
r,=3x+4y-25=0.

Les rectes paral-leles a s tenen equacioé: s, =3x-4y+d=0.

=5. Resolent I'equacié:

r
y = -3xfd

La distancia del centre O a la recta tangent és igual al radi:
__d |
S, =3x-4y+25=0,r,=3x-4y-25=0.

Siga A el vertex del rombe interseccio de r; =3x+4y+25=0, s, =3x -4y +25=0.

=5. Resolent I'equacié: d =25, —25. Les dues rectes tangents son:

Considerem el sistema format per les dues rectes:

. Resolent el sistema _? . Les coodenades de A son
3x-4y+25=0

y=0
o220,
3

Siga B el vertex del rombe interseccio de r, =3x+4y-25=0, s, =3x -4y +25=0.

{3x+4y+25=0 x = -2

Considerem el sistema format per les dues rectes:

x=0

3x+4y-25=0 .

y . Resolent el sistema 25 . Les coodenades de B s6n B O,E .
3Xx—-4y+25=0 y=— 4

4
2 2
AB= [ 22) +(2)] =15
3 4 12

L'altura del rombe sobre qualsevol base és igual al diametre de la circumferéncia.
L'area del rombe és: S,gcp = AB[2r = %2 b= %}5 :
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1307.- Estudieu la posicio relativa de les circumferéncies C, = x* +y? -12x -16y =0,

C,=x>+y*+2x-4y-4=0.

Solucié:

Completant quadrats les equacions de les circumferéncies son:

C, =(x-6) +(y—-8)* =107, el centre és 0O,(6,8) ielradi r, =10.
C, =(x+1)*+(y-2)* =37, elcentre és O,(-12) ielradir, =3.
La distancia entre els centres és:

0,0, =4/(6+1)> +(8-2)2 =+/85.

rp+r, =13.

rn-r="7.

r,—r, <O,0, , aleshores, les circumferéncies son secants.

Si resolem el sistema format per les dues circumferencies ens dona els punts on es
tallen les dues circumferencies.
(x—6)* +(y-8)* =107
{(X +1)% +(y—2)* =3
- -106-36v21 [ _ -106+3621
85 85

_152+42421 | 152-42y21
y 85 y 85

. Resolent el sistema:
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1308.- Siga I'heptagon ABCDEFG.

A B
Siga H un punt interior tal que divideix I'heptagon en un
A
quadrat, quatre triangles equilaters i els triangle HCD .
Calculeu la mesura de I'angle JHDC. €
H
D
F E
Solucio:

A -
El triangle HCD és isosceles CH=DH = AB.
OCHD = 3600—(D EHG + 4DAHG) =360°—(90°+4 [60°) = 30°.

180°-0UCHD _ 180°-30° _

UHDC = 75°.
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1309.- Siga I'octaedre regular ABCDEF d’aresta a.

Siguen K, L, M, N els punts migs de les arestes AE, DE, BF,

CF, respectivament.
Calculeu I'area del paral-lelogram KLMN.

Solucio:
Siga O el centre de I'octaedre regular.
O és el centre del paral-lelogram KLMN.

L=

ADzla.
2

N

A
AOE és un triangle rectangle i isdsceles.

OK=AK =1a.
2
- A .
Aleshores el triangle OKL és equilater.
L’area del paral-lelogram KLMN (rectangle) és igual a

R . . 1
I'area de 4 triangles equilaters de costat Ea:

\E(Eajj = ﬁaz.

Skimn =4Sok = 4(7 > 2

L, . . R 1
Nota: La seccio que determina K, L, M és un hexagon regular de costat Ea.

=——a

@(161)2} 33,
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1310.- Siga el cub ABCDA'B'C'D’ d’'aresta a.

Siguen P, Q, T de les arestes A'B', A'D', BC, respectivament,
tal que,

AP=AQ=CT=7a.

Determineu I'area de la secci6 que formen en el cub el planol
que passa pels punts P, Q, T.

Solucio:
La seccio talla l'aresta CD en el punt S tal que P_Q i TS son iguals i paral-lels.
Siga O el centre del cub, punt mig de la diagonal AC'.
El punt Q és simetric del punt T respecte del centre O.
O pertany a la seccio.

OP =0Q, aleshores, PQ i PT son perpendiculars.

La recta que passa pel punt O i és paral-lela a @ pertany
a la secci6.

Aquesta recta talla les arestes BB', DD' enels punts U,
R, respectivament.

BU=DR=la.
2

La secci6 és I'nexagon PQRSTU
Siga P’ la projecci6 de P sobre I'aresta AB.

. - . A —— 32
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle P'BT: P'T = Ta.
: s , A == _34
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle PP'T: PT = Ta.

2

A -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle A'PQ: PQ=TS = Ta.

A -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABC: AC=UR = av2.
L'area de I'nexagon PQRSTU és igual a al'area de dos trapezis URQP:
V2

_PQR — 4 aJ“"“/E«/?A 517
SporsTu = PT = a= a“.
2 2 4 16




