Problemes de Geometria per a I'ESO 144

1431.- En la figura ABCD és un rectangle.

Siga P un punt qualsevol del costat AB.
Siguen Q i R les projeccions de P sobre les diagonals

BD i AC, respectivament.
Siga F la projeccié de A sobre la diagonal BD.
Proveu que PQ +PR = AE.

Solucio:

Ricard Peird i Estruch

La recta paral-lela a la diagonal BD gque passa pel punt P talla el segment AE en el

punt F.
Notem que EFPQ és un rectangle.

PO =FE.
A A

Els triangles rectangles ARP, PFA soén iguals.

Aleshores:

PR = AF.

PQ+PR =FE +AF = AE .

A
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1432.- Determineu I'equacié de la circumferéncia simetrica de la circumferencia

(x +6)% +(y —3)? =52 respecte de larecta y =2x +5.
Determineu la interseccioé de les dues circumferencies.

Solucio:
La circumferéncia (x +6)? +(y —3)? =52 té centre el punt O(-6, 3) i radi 5.

La circumferéncia simétrica respecte de la recta y =2x +5 té el mateix radi i el centre

O’ és el punt simétric de O respecte de larecta y =2x+5.

La recta perpendicular a la recta y =2x +5 que passa pel punt O té pendent -1 la

seua equacio és:

-1
-3=—(x+6).
y 2( )

La intersecci6 de les dues rectes és el punt projeccié de O sobre larecta y =2x +5:

y=2x+5 A
-1 . Resolent el sistema: (X +6)2+ (y-3)2=5
y=—X
2

X=-2
{y=l |
El punt projeccié té coordenades:
0,(-21).
Siga O'(x,y) el centre de la
circumferéncia simetrica.

3

y=2x+5

(x-22+(y+1p=5

Op(— 2, 1) és el punt mig del segment
00':
-.6+X
2
3+y
2

-2 =

X=2

. Resolent el sistema: .
y=-1

Les coordenades del centre de la circumferéncia simétrica son O'(2, -1).
L'equacio de la circumferéncia simetrica és:

(x—2)? +(y+1)?* =5,

La interseccio de les dues circumferéncies és igual a la interseccio de la
circumferéncia (x +6)* +(y-3)> =57 ilarecta y =2x+5.

(x+6)* +(y—3)* =5°

{y =2x+5

. Resolent el sistema:

x=-3 [x=-1 . L
1 3 Les coordenades dels punts interseccid son:
y=- y =

P(=3,-1), Q(-13).
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1433.- Determineu el costat d’'un quadrat coneguda a, la suma del costat i la diagonal.

Solucio:
Siguen, ¢ = AB, d = AC, el costat i la diagonal del quadrat ABCD, respectivament.

+q =
c+d=a. 5 c

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:
d? =2¢?.
a? =(c+d)? =c? +d? +2cd.

a? =3c?+2c(a-c).

c’+2ac-a’=0.
c=[1++2)a.

La diagonal és d=a-c = (Z—ﬁ)a.

Construccio 1:

Siga PQ =a=c+d.

a) Dibuixem la recta perpendicular a % gque passa per Q.
b) Dibuixeu lI'angle OCPQ =22°30'.

¢) Dibuixeu la recta mediatriu al segment PC.

d) La recta mediatriu talla el segment PQ en el

punt A. Notem que CJCAQ =45°, PA = AC. = A Q
Aleshores, el quadrat que cerquem és AQCD.

Construcci6 2:

a) Dibuixem la recta perpendicular a % que
passa per P.
b) Siga A de la recta perpendicular tal

que PA =PQ. Notem que

AQ=aV2.

¢) Dibuixem la circumferéncia de centre
Q que passa per P que talla la recta

AQ en el punt D. Notem que AD =a.

d) AD = (—1+ \/E)a, costat del quadrat que cerquem.
e) Dibuixar el quadrat ABCD de costat AD.
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1434.- Determineu el costat d’'un quadrat coneguda a, la diferencia de la diagonal i del
costat.

Solucio:
Siguen, ¢ = AB, d = AC, el costat i la diagonal del quadrat ABCD, respectivament.
d-c=a.

D

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :
d? =2c2.
a’? =(d-c)? =c? +d? - 2cd.

a? =3c? -2c(a+c).

c?-2ac-a®=0.
c=(1++2)a.

La diagonal és d=a-c = (2+\/§)a.

Construcci6 1:

Siga%zazd—c.

a) Dibuixem la recta perpendicular a % gque passa per Q.
b) Dibuixem 'angle DAPQ = 67°30'. M
¢) Dibuixem la recta mediatriu al segment PA.

d) La recta mediatriu talla la recta en el punt C. Notem que
OPCM=22°30'", aleshores, OCAQ =45°, QA =QC.

PC=AC, PQ =PC-QC = AC-AQ =d~-c. /P 1o
Aleshores, el quadrat que cerquem és ABCQ.
e) Dibuixem el quadrat ABCQ.

Construccio 2:
a) Dibuixem la recta perpendicular a % que D
passa per P.

b) Siga K de la recta perpendicular tal que

Wzﬁ. Notem que &zaﬁ.

¢) Dibuixem la circumferéncia de centre K que A
passa per P que talla la recta QK en el punt A.

Notem que Q_A = a(1+ \/E) costat del quadrat K
gue cerquem.

D) Dibuixem el quadrat AQCD de costat QA .
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A
1435.- Siga el triangle isosceles ABC, C =120°.

Les mediatrius dels costats iguals tallen els costat desigual en els punts D, E.

A A
Proveu que l'area del triangle DEC és la tercera part del I'area del triangle ABC.
KdMal, K429. Octubre 2014.

Solucié:

Si C=120°, els costats iguals son AC =BC.

A =B =30°.

Siguen K, L, M els punts migs dels costats AC, BC,

AB, respectivament.

A
En el triangle rectangle AMC, A =30°,

aleshores, a/I:%E. A D\ M /E B
. A A .
Els triangles rectangles CKD, CMD, so6n iguals, aleshores,
1 1

UKCD =0MCD =EDACM =§600= 30°.

A
ODCE =60°, aleshores, el triangle DEC és equilater. Per tant:
CD =DE.

A
OCAD = [ACD = 30°, aleshores, el triangle ADC. Per tant:
CD=AD.
Aleshores, AD = DE .Per tant, DE = %E

A A J—
Els triangles DEC, ABC tenen la mateixa altura CM, les arees son proporcionals a les

bases:
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1436.- Si les mesures dels catets d’un triangle rectangle sén a, b i la hipotenusac, i a
més ames, a+b =4 +c, calculeu la proporcié entre el perimetre i I'area del triangle.

KoMal, K432. Octubre 2014.

Solucio:
A
Siga el triangle rectangle ABC, C =90°.

A
El perimetre del triangle ABC és:
P=a+b+c=4+2c.

Elevem al quadrat I'expressio a+b=4+c:

(a+b)? =(4+c)%.

a’ +b? +2ab =16 +8c +c?. Aplicant el teorema de Pitagores: a? +b? =c?.
c? +2ab =16 +8c +c?. Simplificant:

ab=8+4c.

L'area del triangle rectangle és:

=£ab.

S=£abz1(8+4c):4+20.
2 2

La proporcio entre les magnituds perimetre i area és:
P_4+2c _

S 4+2c

A

O]
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1437.- Un trapezi is0sceles té inscrita una circumferencia.

Si l'altura del trapezi és 30 i els costats iguals 34, calculeu I'area del
quadrilater ce vertexs els punts de tangéncia de la circumferencia
inscrita i el trapezi.

Solucio:
Siga el trapezi ABCD de costats paral-lels AB, CD.
AD =BC = 34.

Siga KLMN el quadrilater inscrit en el trapezi amb els punts de tangéncia de la
circumferéncia inscrita (la figura és un cometa.

D o C
La seua areae€s Sy = %m [N. ‘ L
KM =30. F E
Siga MC =a.
LC =a.
Siga P la projecci6 de C sobre la base AB, KP = a. A —

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CIgB :

KB =16.

BL=BK =a+16.

BC=BL+LC=2a+16=34.

a=9.

AB=2a+2[16 =50, CD=2a=18.

Siguen E i F les projeccions de C i D sobre el segment LN, respectivament.
EF=CD=18.

A A
Els triangles rectangle CPB, CEL sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

EL 16 , aleshores, EL—%

9
LN =EF +2EL = 9+2G7—2—4—50.
17 17
L’area del quadrilater KLMN és:
1— 1 450 _ 6750

S =5 KM [N =30 " == = =397.0588.
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1438.- En la figura, ABCDEF és un hexagon regular de centre O. F E

\ "%

P i Q sbn els punts migs dels segments OD, OE, respectivament.
Determineu la ra6 entre les arees del quadrilater DQPF i
I'hexagon ABCDEF. A

Solucio:
F E F E E E
8 \/\
A. | .D A.D
B C B c B C
Sopr +Soqc = Sokr -

1 1
Soer :ESABCDEF' Sorg =ZSOEF'

5 5 5
Scorr = Soer *Soro :ZSOEF _Z GSABCDEF =§SABCDEF'

Scopr - k3
Specoer 24



Ricard Peird i Estruch

1439.- En la figura, ABCDEF és un hexagon regular.

Determineu la rao entre les arees del quadrilater ABDF i I'hexagon
ABCDEF.

Solucié:

A B A B

S aBDF - 4 [Bgor _2
3"

SABCDEF 6 [SBOF



1440.- En la figura, ABCD és un quadrat.

K, L, M sén punts migs dels costats.
De termineu la proporcié entre I'area ombrejada i la del
quadrat ABCD.

Solucio:
A
Siga S l'area del triangle KPB.
A A
Els triangles KPB, BPC ide rad 1:2.

A A
Els triangles KPB, MQA , aleshores:
Skes = Swmoa =S

Aleshores, Sgpc =2°S=4S.

A A
Els triangles KBC, LDA, aleshores:
SpmoL = Sepc =4S
Siec =5S

A
L'area del triangle KBC és igual a la quarta part del quadrat
ABCD, aleshores:
Syecp = 3Bygc =15S.

Sopct = Swmeep ~ (SPBC + SDMQL) =7S.

L’area del quadrat ABCD és:
S sep = 20S.

L’area ombrejada és:
Sombrejada =9S.
La proporcio entre les arees de la regié ombrejada i el quadrat és:

Sombrejada — 9S =i
Spsco  20S 20
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D L
4s
7S
Q
4s
S
3S
A K




