Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a 'ESO 152

1511.- En la figura, la circumferéncia de centre O té radi V7.
A, B, C s6n punts de la circumferencia tal que JBOC =120° i
AC = AB +1.

a) Calculeu la longitud del segment AB.
b) Calculeu l'area del quadrilater ABOC.

Solucié:
Siga x = AB.
OBAC és un angle inscrit en la circumferencia que abraca 120°.

120°

UBAC = =60°.

Siga M el punt mig de la corda BC. A

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle BMO::

V21

m =\/7C03300:T.

BC =2BM=+/21.

Y

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:
(V21f +x? +(x +1)? - 2x(x + 1) cos 60°.

B
x? +x—-20 =0. Resolent I'equacio:
X=4.
AB=4,AC=5.

A
L’area del triangle ABC és:

S e :%4E5I]Bin60°:5\/§.

L’area del triangle OéC és:

Sosc = %ﬁ E{/73in120°=£x/§.

L’area del quadrilater ABOC és:

Sagoc = Sasc ~Sosc = 513 _2\/_ = %\/g :



1512.- En la figura, AB =50, AC =130.

Determineu el perimetre de la figura.

Solucié:

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:

BC =4/1302 -50% =120.

AF+ED =BC.

FE+DE=AB.

Aleshores el perimetre de la figura és:
Pagcoer = 2(E + %) =2(50+120) = 340.
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1513.- Siguen els punts A(0, 0), B(9, 0), C(0, 6).

Siguen els punts P i Q del segment AB tal que AP =PQ = QB.
Siguen els punts R, S del segment AC tal que AR =RS =SC.
Les rectes BR i CP es tallen en el punt X.

Les rectes BS i CQ estallenen el punt Y.

Proveu que els punts A, X, Y estan alineats.

Solucio:
Les coordenades dels punts P, Q son: P(3,0), Q(6,0).
Les coordenades dels punts R, S son: R(0, 2), S(0, 4).

L’equaci6 de la recta que passa pels punts B, R és: rgz =y = ?Zx +2.
L’equaci6 de la recta que passa pels punts C, P €s: rp, =y = -2x+6..

La intersecci6 de les dues rectes és el punt X que té coordenades: X(% gj

L’equacio de la recta que passa pels punts B, S és: r,g =y = _?4x +4.
L'equacio de la recta que passa pels punts C, Q €s: r.q =y =—X+6..

, L . . 18 12
La intersecci6 de les dues rectes és el punt Y que té coordenades: Y =5

L’equacio que passa pels punts X, Y és:
fe Y= %x. L’'ordenada a 'origen és 0.

El punt A pertany a la recta que passa pels punts X, Y, aleshores, els tres punts estan
alineats.

6

y = 2x/3

+60; 2,40)

25-1)50
2 ; ; >
A(0; 0) P(}-\O) Q(NB@W
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A - -
1514.- Siga el triangle rectangle ABC, B =90°, AB=5,AC =13.
B

Siguen E, T, M punts de tangéncia de la circumferéncia M
inscrita i el triangle (veure figura). E

Siga N un punt de la circumferencia inscrita tal que

ONMC =15°.

Determineu la longitud del segment EN.

Solucio:
A
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita al triangle ABC .

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :

BC =12
r=BE=BmM=2*C"D

2
r:ﬁ:m:wzz_

OBME = OBEM = 45°.
DEMNB =180°-(15°+45°) =120°.

Aplicant el teorema dels sinus al triangle EI\A/IN :
EN
sin120°
EN =2 [2[3in120°= 2./3

A
= 2r, r radi de la circumferéncia circumscrita al triangle EMN.
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1515.- En la figura, ABCDEF és un hexagon regular de costat AB=6. B C

Determineu la suma de les regions ombrejades.

Solucio:

Considerem la circumferéncia circumscrita al I’hexagon regular.
OCAB =[DBC =30°.

OABC =120°.

Aleshores, JABD =90°.

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ABI:

Bl= £ =243.
B C
A
L'area del triangle rectangle ABI és:
L
Sasl = _6 E?-\/_ \E .
A . M D

Siga M el punt mig del segment KL.
UBDF =60°. K

DL=DK =CI=BI=23.

A ) F E
Aleshores, BKL és equilater.

KL =23 .

AD =2AB=12.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KMB :
BM =23 £ =3.
AM=AD-BM=12-3=9,

A
L'area del triangle AKL és:
SaL = 2f 30=943.

L'area de la suma de les regions ombrejades és:
S=20B,5 +Su =20Bv2 +943 =213
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1516.- Determineu el radi d’una esfera inscrita en una piramide
quadrangular regular si el volum de la piramide és V i I'angle
entre dues cares laterals oposades és a .

Gusiev, 899.

Solucio:
Siga la piramide quadrangular regular ABCDS de base el quadrat ABCD de costat
AB =a ialtura OS =h.
El volum de la piramide és:
Lo,

3

Siga M el punt mig de l'aresta BC .

Siga N el punt mig de l'aresta AD.
o = JOMSN.

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle MOS:

a
a=2h DgE .
=%(2h Dg%}zh.
= 2V
4tg 5

a
a=31/6VE11 —
gZ

Siga | el centre de 'esfera.
Siga Ol =r el radi de l'esfera.

OSMN = 900-2
2

0IMO = 450- 2,
4

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle IOM:

a a
r=—tg| 45°-—|.
2 g( 4)

1 a a
r =—tgl 45°-— 6V dg— .
945 oV o5
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A N
1517.- Donat un triangle equilater ABC de costat AB =c, amb
centre en els tres vertexs és dibuixen tres circumferencies de

radis c .
2

Calculeu la proporci6 entre el radi de la circumferéncia tangent
exterior a les tres anteriors i el radi de la tangent interior.

Solucio:

Siga O el centre del triangle equilater.

Siga O el punt mig del costat AC.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle MOC :

om=¥3 o=,
6 3
O és el centre de les dues circumferéncies tangents.

Siga T un de tangéncia de la circumferéncia de

centre C i radi % i la tangent interior.

oT=0C-Le=¥3, 1, _2/3-8
2 3 2 6
circumferéncia tangent interior.

Siga V un de tangéncia de la circumferéncia de

c, radide la

c A B

centre C i radi > i la tangent exterior. A
OV =0T +¢ = &6_30 +c= &;30 , radi de la circumfereéncia tangent exterior.
La proporci6 entre els radis de la tangent exterior i la interior és:

2.3 +3
oV 6 °©
— = =7+43=13.928.
oT 2V3-3 .

6



1518.- En la figura, calculeu I'area del quadrilater GHIJ.

Ricardo Barroso

Solucio:
Considerem la graella amb les segiients coordenades.
F(0,0), A(0,3), B(3,4), C(3,2), D(4,0).

L'equacio de la recta que passa pels punts F, B és:
_._4
feg Y = §X :
L’equacio de la recta que passa pels punts A, D és:
-3
lao =Y :T(X_4)-

L'equacio de la recta que passa pels punts A, C és:
fhc EY—-3= ?x .

L’equacio de la recta que passa pels punts B, E és:
ke =y —-1=3(x-2).
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Notem que JGJI=90° ja que el producte dels pendents de les rectes r, r,, €s-1.

Notem que OGHI=90° ja que el producte dels pendents de les rectes r,., rgz €s—1.
Resolent les equacions de les rectes corresponents les coordenades dels punts G, H, |

i J son:

o[ 12) 12 11} (32 7) 32 48)
55 55 155 25 25

5
SGJI :l_\] j:iEE:E
2 2515 50
Se =2GG iz 2¥10 410 _ 4
2 2 5 15 150
13 4 79
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1519.- En la figura, A, B, T, F, N, E son punts de tangencia.

Si ABCD és un quadrat, CN= 5, calculeu TL. T

Solucié: A D
CE=CN=5.
DE =DF. DA =DT =DC.

Aleshores, TF =CE =5. \
La recta DF talla el costat BC en el punt P. B P N ¢

Sigasz_P. L
PB=PT = x. ! - JE
PN=PF=x+5. F
CP=x+10, CD=BC =2x+10, DP =CD+PT =3x +10.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PCD:
(3x +10)? = (x +10)? +(2x +10).

Resolent I'equacio: A 3
x=5.
BC =20, CP =15, PN=10.
Siga a =[CPD, cosa =:P_E _E
DP 20 5

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle PTN:
TN’ =102 +52 —2[10[592—'.
TN =4/65.
Aplicant la poténcia del punt T respecte de la circumferencia:
TLITN=TF .
TL+/65 =52,
— 5465

L
13



1520.-

Teorema de Dostor
Donats dos triangles rectangles semblants, el producte de la longitud de les
hipotenuses és igual a la suma dels productes de les longituds dels catets homolegs.

Ricard Peird i Estruch

Solucio:
c
C
a a
A B A B'

A A
Siguen els triangles rectangles semblants ABC, A'B'C', A=A'=90°.

c
a? _b? ¢

_b?+c?
aa’ bb' cc' bb+cc
a’? _b?+c? _

a2

aa' bb'+cc' bb+cc'
Aleshores, aa'=bb'+cc'.



