Problemes de Geometria per al’lESO 16

151.- Donat un quadrat de costat a, sobre els seus costats i

Ricard Peir6 i Estruch

cap a l'interior del quadrat es construeixen 4 triangles
equilaters que determinen un estel de 4 puntes.
Calculeu l'area de l'estel.

Olabarrieta, pagina 161. Problema 17.

Solucio:
Siga el quadrat ABCD de costat a.

Notem que I'estel esta format per 4 triangles equilaters i un quadrat, tots cinc d’igual

costat.

Siga x =BP, BPBC =30°, DPCB = 45°.
Aleshores, BCPB = 105° = 60°+45°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle BCP:

a _ X
sin105°  sin45°
= I__a =X, Simplificant:
J3d2 1d2 (2
222 2
X = (—Vlé- -1

PQ=BQ-BP =a- (3-1h=2- \3h.

D
L’area de l'estel és igual a 4 vegades l'area del triangle equilater PQR més l'area del

guadrat PRST.

Bl B s

L'area de I estel és:

Seae =42 (2 BB +(2- VRS =5 - she.

Spor Serst = ((2' V3 )2-
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152.- Un triangle isosceles el costat desigual mesura 5cm i I'altura sobre un dels
costats iguals mesura 4.2cm. Calculeu I'area del triangle.
Olabarrieta, pagina 161. Problema 11.

Solucio:

D - -
Siga el triangle isosceles ABC, AB =AC, BC=5. A
Siga BH= 4.2 altura del triangle.
Siga h = AD altura del triangle.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BHC : H
HC = /52 - 4.22 =4/7.36 .

D D
Els triangles ADC, BHC s6én semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

h BH
—_—— B D
DC HC
- 2 Resolent lequacio: h = 105746

5 J736 184

BC 2 e 5254/46
Spsc = = 184 _ »9.68cm?.
2 2 368
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D
153.- El quadrilater ABCD és tal que els seus costats son tangents a un
cercle donat com el de la figura.
Si AB = AD, demostreu que BC = CD.
Crux Mathematicorum M395. c
Solucio:
B

Siga K, L, M, N els punts de tangéncia de la circumferéncia amb els costats
AB,BC,CD,DA, respectivament.

AK = AN, BK=BL, CL=CM, DM=DN.
Com AB =AD y AK = AN aleshores, BK =DN.

BC=BL+CL=BK+CM=DN+CM=DM+CM=CD.
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154.- En un rectangle ABCD de costats AB =8 i BC =6 s’han inscrit dos cercles de
D D
centres O, i O, en els triangles ABD i BCD, respectivament. Determineu la distancia
entre O, 10,.
Crux Mathematicorum M396.

Solucié: .

D i C
I
]

02, \
LB

\ |
:

AF i B

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:
BD =+/82 +62 =10.

D
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle ABD és:

— — -BD+AB+AD _-10+8+6 _

r=0.E= F= 2.
1 1 2 2

D D
El triangle rectangle CDB és igual al triangle ABD, per tant tenen igual radi de la
circumferéncia inscrita.

Tracem la recta perpendicular al costat AB que passa pel punt O, ilarecta

perpendicular al costat BC que passa pel punt O,. Les dues rectes es tallen en el punt
M.

D
Considerem el triangle rectangle O,MO, .
OM=AB-2>0E=4, O,M=AD- 2>O,F=2,

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle O,MO, :
0,0, =442 +2%2 =25,
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155.- En una circumferéncia de radi R es traga un arc AB de
60°.

Determineu I'area limitada per I'arc anterior i les
tangents a la circumferéncia en els punts A i B.

Solucio:
Siga C el punt on es tallen les rectes tangents. c
D
El triangle OAC és rectangle A =90°, O =30°.
Siga x = AC , aleshores, OC = 2x. A
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAC:
(2x)?> =R? +x2. Resolent I'equacio en la incognita x:
X = I%R i

3
L’area del quadrilater OACB és el doble de I'area del triangle o

D
OAC:
OAXAC _ 3

Sonce =2%Sopc =2 5 =—R?

—
L’area del sector d'arc AB és igual a la sisena part de I'area del cercle:

S

sec tor

1
= -pRZ.
6p

L’area del recinte limitat per I'arc AB i les tangents a la circumferéncia en els punts A i

B és igual a I'area del quadrilater OACB menys l'area del sector d'arc AB :

A3 a2+/3 - po
S =Soace - Ssector =R’ - ERZ = mp;Rz-
3 6 6 5
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156.- Tres circumferéncies de radis 3- +/3 , 4/3 - 1, 1++/3 son tangents exteriors dos
a dos.
Calculeu I'area del recinte limitat pels 3 punts de tangéncia i les tres circumferéncies.

<

Solucio:

Siga O, el centre de la circumferéncia de radi 3 - V3.
Siga O, el centre de la circumferéncia de radi N3 -1.
Siga O, el centre de la circumferéncia de radi 1+4/3.
0,0,=2, 0,0, =4, 0,0, =23.
Notem que 0,0,° =0,0," + 0,0,

D
Aleshores, el triangle 0,0,0, , és rectangle.
A més a més b0,0,0, =90°, P0O,0,0, =30°.

D
L'area del recinte limitat pels punts de tangéncia €s igual a I'area del triangle 0,0,0,

menys l'area de tres sectors de centres el centre de les tres circumferéncies i d’arcs
els que limiten els punts de tangéncia.

D
L'area del triangle 0,0,0, és:
Sl :% = 2.\/§ i

L'area del sector de centre O, i 60° és:
S. ==3pB- +3) 2=pl2- 4/3).
. =< Ble- 8) 8= p- 3)

L'area del sector de centre O2 i 90° és:
——gpf 1) 0= él' —_

L'area del sector de centre 03 | 30° és:

1
Ses === o= —;.
28 3 :

La superficie que cerquem és:

A0
S=S,- (Sq1+Se +Ss;) =243 - pg?
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157.- Siguen M i Nels punts migs dels costats BC i AD, respectivament, del quadrat
ABCD.

Siga K un punt de la prolongacio de la diagonal CA (A resta entre C i K).

El segment KM talla el costat AB en el punt L. Demostreu que els angles DKNA ,
DBLNA sbn iguals.

D C
Solucio:
Siga a = AB costat del quadrat.
La recta KN talla la recta AB en el punt L. N 0
La recta MN passa pel centre O del quadrat. M
oM=0ON=2.
2 L/ A
. D D B L
Els triangles KON, KAL' s6n semblants. B

Aplicant el teorema de Tales:

— _ K
AL :&, aleshores, AL = aka
OM KO 2 KO

D D
Els triangles KOM, KAL sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

AL & aleshores, AL' _a kA
ON KO 2 KO

Aleshores, AL = AL'.
D

D
Els triangles rectangles ALN, AL'N sén iguals ja que tenen els catets corresponents
iguals.
Aleshores, BLNA =BDL'NA , per tant, DLNA =BDKNA .
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D
158.- Siga ABCD un quadrilater convex tal que el triangle ABD és equilater i el triangle

D -
BCD és isosceles amb C =90°. Si E és el punt mig del costat AD, calculeu la mesura
de 'angle BCED.
Olimpiada de mayo. Argentina. 2009.

Soluci6 1:
Amb aquesta definicié el quadrilater és un cometa de costats:
J2

AB =AD =a, ﬁ::ﬁ=7a.

Siga M el punt mig de la diagonal BD que és el centre de la

C
circumferéncia circumscrita al triangle BCD. D W B
Aquesta circumferéncia passa pel punt mig E del costat AD ja
que MD =ME = 2,
2
A
C

D CED és un angle inscrita a la circumferéncia que abraca la quarta E
par de la circumferencia aleshores:

(0]
BCED =% =459,

Soluci6 2:

Amb aquesta definicio el quadrilater és un cometa de costats:
% =AD=a, BC=DC="2a
PBDA =60°,DCDB =45°. Aleshores, DCDE =105°
D

Siga a =DCED. B
D

Aplicant el teorema dels sinus al triangle CDE:

aﬁ =— a . Simplificant:

2sina  2sin(105°+a)

V2 _ 1

sina sin(105°+a)

i3 Gs
4 4

J2 xsin(105°+a) = sina . Com que sin105°= i c0s105°=

cosa =sina . Simplificant:

2- 2\/Esina f 223 2/3
4 4
(1++/3)cosa = (1++/3)sina.

tga =1, aleshores, a = DCED = arctgl = 45°.
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159.- Sobre el costat AB del quadrat ABCD es dibuixa exteriorment el triangle

D — J— J—
rectangle ABF d’hipotenusa AB tal que AF =6, ique BF =8. D

Siga E el centre del quadrat. Calculeu la longitud de EF.
Olimpiada de mayo. Argentina. 2008.

Solucio 1:
D E
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABF:
AB =+/6%+8% =10.
Aplicant el teorema de Pitagores el triangle rectangle isosceles
D
ABE :
2 g v

KE=§E=10_22-=5J§.

Siga M en punt mig del costat AB .

D
M és el centre de la circumferéncia circumscrita al triangle ABF. F
A més amés, MA =ME.

D
Aleshores, E pertany a la circumferencia circumscrita al triangle ABF.
Per tant el quadrilater AFBE és inscriptible en la circumferencia.
Aplicant el teorema de Tolomeu:

AF :BE +BF:AE = AB :EF .
6542 +8>6+/2 = 10EF .
Aleshores, EF = 74/2 .

Soluci6 2:

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABF:
AB =+/62+8% =10.

D
Aplicant el teorema de Pitagores el triangle rectangle isosceles ABE :
AE =§E=10L/2_2-=5J§, DEAB =450,

Siga a =BBAF , cosa =-6— =§, sina =-8— =ﬁ

10 5 10 5

D

Aplicant el teorema del cosinus al triangle AFE.
EF° =AE~ +AF - 2xAE *AF cos(a + 45°).
— 2 4420
EF? = 50+36- 256436 A2 Y2 . —[—:.
52 525

EF’ =98,
Aleshores, EF = 74/2..
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160.- Els costats AB i CD d'un trapezi ABCD sén paral-lels. Si AB =15, CD =30,

AD =9 i BC =12, determineu l'area del trapezi ABCD.
Crux Mathematicorum M415.

Solucié:
A 15 B S
12
9 9 12
o)
D E F C b R

AB=EF=15 PQ=DE, QG=FC
DE+FC=30-15 PR=15

Siga h = AE laltura del trapezi.
L'area del trapezi ABCD és igual a:

CD+AB — 45h
S aBcD _TXAE i

2

Sasc = Sapa tSasre TSk = Sprs T Sasre-

D - - -
Notem que el triangle PRS es rectangle ja que PR’ =PS” +RS~, 152 =92 + 122,
R R D
laltura SQ = AE = h del triangle PRS.

PSXRS _9x2
Sprs = T, " 54 .
Spne _PR>XSQ _15%
2 2
Igualant les arees:
15h 36

=54 . Per tant, I'altura del trapezi és: h=—

Aleshores, I'area del trapezi és:
_45h 4536 _

Solucio 2:
Siga x =FC, h=AE =BF.
Aleshores, EF =15, DE =15 - x.

D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles DEA, CFB:

‘| 48
ih? +(15- x)? = _ _ i*~ 5
;[ ( ) , la solucié del sistema és ]:
¥y2 1h2—192 . 36
fx“+h°=12 Ih=

t 5

L'area del trapezi és: S, gcp = CD ; AB aF-30+1536 162.




