Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a I'ESO 163

A

1621.- Per un punt P de la hipérbola f(x) = Kk es traca la recta
X L
tangent que talla els eixos coordenats en els punts K| L,
respectivament.
Proveu que OP =PK =PL on O és I'origen de coordenades. p
1
A =
o K

Solucio:

Siga P(a, Ej un punt qualsevol de la hipérbola.
a

BN
=
La recta tangent a la hipérbola en el punt P té equacio:
rr Ey—g = —aLZ(x—a).
Les coordenades dels punts Ki L sén:
Siy=0, x=2a, K(2a,0).

Six=0, y—z—k, L(O,z—kJ
a a
pr = Yal+k®
a
_L: a4+k2
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1622.- Dues circumferencies sén tangents exteriors en el punt T,

I tangents a una recta en els punts P i Q, respectivament.
Demostreu que lI'angle OPTQ és recte.

Solucio:

Siguen O,, O, els centres de les dues circumferéncies tangents.

Els punts O,, T, O, estan alineats.

00,PQ =00,QP =90°.

0,0,QP és un trapezi. 02

Siga 0TO,Q =a. ‘

A
El triangle TO,Q és isosceles, aleshores: /

00,TQ = 900—%. P Q
0PO,0, =180°-0T0O,Q =180°-a .

El triangle T(§1P és isosceles, aleshores:

0o,TP :% .

Aleshores, OPTQ =180°-(J0,TP +00,TQ) =90°.
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1623.- Els costats d’'un quadrilater mesuren, en aquest ordre, \/5, Ja+3,Ja+2 i
vJ2a+5 iles dues diagonals v2a+5 . Determineu I'angle major del quadrilater.

K6MaL, C1300. Maig 2015.

Solucio:
Siga el quadrilater ABCD tal que AB=+a,BC=+a+3,CD=+va+2 i AD=+2a+5
I de diagonals AC=BD=+2a+5.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABD :
2a+5-(2a+5)-a _ a

—2J2a+5Ja  2J2a+5+a

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :
2a+5-(a+3)-a _ -1

—2Ja+3Ja  Ja+3.a’

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BCD :

COSA =

, 'angle A és agut.

cosB = 'angle B és obtus.

2a+5-(a+3)-(a+2) 0
cosC = = =0, C=90°.
-2Ja+3VJa+2 2J2a+5+a A 4
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CDA :
cosD=2a+5_(2a+5)_(a+2) = at2 , 'angle D és agut.

—-2+J2a+5+a+2 2J2a+5va+2

Aleshores, I'angle major és B.
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1624.- Siguen dues circumferéncies exteriors

(veure figura).
A

Pel centre de cada circumferéncia dibuixem les
rectes tangents a I'altra circumferéncia.
Les cordes que determinen les rectes tangents

HB, CD so6n iguals. ,\

Solucié:

Siguen O,, O, els centres de les dues circumferencies.

Siguen r,, r, els radis de les circumferencies de centres O,, O,, respectivament.
Siga 0,0, =d.

Siguen T,, T, punts de tangéncia.

Siguen M i N els punts migs de les cordes AB, CD, respectivament.

A A
Els triangles rectangles O,T,0, , O;MA so6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:
r,

2 _ M. Aleshores, AM =
d n

A A
Els triangles rectangles O,T,0,, O,NC son semblants.
Aplicant el teorema de Tales:
i CN Aleshores, cN =112
d r, d

Aleshores, AM = CN = fz , per tant, AB =CD.
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1625.- Donat un cub i una piramide quadrangular recta que té per base
una cara del cub i que tots dos tenen igual area, calculeu la proporcié
entre els volums de la piramide i el cub.

Solucio:

Siga EL CUB ABCDA'B'C’'D’ d’aresta AB=a.
Siga ABCDV la piramide quadrangular regular.
Siga O el centre de la cara ABCD.

Siga M el punt mig de l'aresta AB.

Siga MV = x l'altura d’una cara lateral de la piramide.
Siga OV =h altura de la piramide.

=6a’

L’area total de la piraimde és:

L'area del cub és: S

cub
6a’ =a?’ +4%ax

El cub i la piramide tenen la mateixa area, aleshores:
6a’ =a® +2ax.
Resolent I'equacio:

5
X=-—a.
2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MOV :

2 2
(gaJ = (%aJ +h?.
Resolent I'equacio:
h=aV6.
El volum de la piramide és:

Vpirémide :§a a

El volum del cub és:

1 \/_zgaF.

V., =a°.

La proporci6 entre els volums de la piramide i el cub és:
V6 s

Vpirémide _ 3 _ \/g

chb a3 3 .
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1626.- Un con té inscrita una esfera.

Si el volum de I'esfera és la meitat del volum del con, calculeu
la proporcié entre el radi del con i la generatriu del con.

Solucio:

Siga AB = 2R diametre de la base del con.

Siga O centre de la base del con.

Siga AC=BC= g generatrius del con.

L’esfera és tangent al con, aleshores el radi de I'esfera és el radi de

A
la circumferéncia inscrita al triangle isosceles ABC .

Siga PO =r radi de l'esfera.

A
L'area del triangle ABC és:

_J2(R+9)2(g-R)2R2R _ 2(R +()
Sasc = I = > r.

Aleshores, r =R g-R .
R+g

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOC :

oC =.g? -R? .

El volum del con és:
1
Veon =§nsz/g2 -R?.

El volum de 'esfera és:

Vesfera = %T[Ra ng;-l-F\g)W 2;4_2 .

El volum de I'esfera és la meitat del volum del con, aleshores:

1 2 2 2
—TR -R
Vcon — 3 g — 2 .
Vesfera ET[R3 g-R [g-R
3 R+g\R+g
Simplificant:

9R? —6gR +g° = 0. Dividint 'expressi6 per g*:

2
Q(Ej - 6E +1=0. Resolent I'equacio:
g g

« |

1
5

2

En aquest cas, g=3R, OC = 2R+/2, r="-R.
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Y

1627.- El quadrat ABCD de costat 90 quedat dividit en tres parts d’igual
area.

Determineu les mesures dels segments CX i AY.

Solucio:
Siga&:x [ K(:y.

A
L’area del triangle rectangle DCX és igual a la tercera part de A Y B

I'area del quadrat ABCD: ]

gzx = %902 . Resolent I'equacio: <

X =60.
BX =90-60 =30 0
La recta DX i la recta AB es tallen en el punt P.

A A
Els triangles rectangles DCX, PBX s6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

PB _ 90 , -
— =—. Resolent I'equacio:
30 60
BP = 45.
PY=135-y.
A A
Els triangles rectangles PYQ, PBX son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
QY _30
Q— = __ (1)
1355-y 45
L’area del trapezi ADQY és igual a la tercera part de I'area del quadrat ABCD:
20+QY _1_.,
T x y=2=90 2
> Y73 2)
Considerem els sistema format per les expressions (1) (2):
QY _30
13551 45 Resolent el sistema:
90-Q¥ y = 2700

{W = 3045

y =135-455 ~34.38
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1628.- En la figura, un octogon estrellat regular esta inscrit en un F E
octogon regular.

Determineu la proporcio entre les arees de I'octogon
estrellat i 'octogon convex. G

Solucio: A B
Siga ABCDEFGH els vértexs dels dos octogons.

Siga AB =c.

L’'octdgon convex esta inscrit en un quadrat de costat G(veure figura).

Aplicnt el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A F E
isosceles BJC:
BI=BL="2c.

2 N M
L’area de I'octogon regular convex és igual a I'area del
quadrat de costat 13 menys l'area de dos quadrats de
costat BJ:

2 Y (2 Y

Soct.con :(C+27CJ _2(7CJ :2(1"'\/5)02. H K L
L'area de I'octdogon regular estrellat és igual a I'area de
I'octogon regular convex menys l'area de quatre [ A B

guadrats de costat BJ:
2
Socteste = 2(1+ \/E)CZ - 4[%(:} = 2\/502 .

La proporci6 entre les arees de I'octogon estrellat i I'octdbgon convex és:

Soct.estre — 2\/502 =2- \/E
: .
Soccon  2[L+42)c
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1629.- Siga el quadrat ABCD de costat 13.

Siga E un punt del costat AD tal que DE=5.

N A A
Siga F un punt del segment BE tal que els triangles EDF i FBC
tenen la mateixa area.

A
Determineu l'area del triangle DCF .

Solucio:
Siga P la projecci6 de F sobre el costat DC.

Siga DP =x. Aleshores, CP =13 - x. A B
A A

Els triangles EDF i FBC tenen la mateixa area, aleshores: F

1_ - PR

—DEDP =—-CBI[CP.
2 2

5x =13(13 - x). Resolent I'equacio:

o[ ]

A
L’area del triangle DCF és igual a I'area del quadrat ABCD menys D

A A A
la suma de les arees dels triangles ABE, EDF i FBC:
SDCF = SABCD _(SABE +SEDF +SFBC)'

1 1.168 1 65) 1261

Sper =132 —| 283 +=5=—+=13— | = === 70.06 .
2 2718 27 18) 18
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1630.- Siga el quadrat ABCD.

Siga E el punt mig del costat AD.
- A A
Siga F un punt del segment BE tal que els triangles EDF i FBC tenen

la mateixa area. E
Determineu la proporcio entre els segments EF i EB.

Solucio:
Siga AB =c costat del quadrat ABCD.
Siga P la projecci6 de F sobre el costat DC.

Siga Q la projeccio de F sobre el costat AB
Siga DP=x. Aleshores, CP =c-xX .

A A
Els triangles EDF i FBC tenen la mateixa area, aleshores:

1DEmP=1CBITP. .
2 2

EEx = 1c(c - X) . Resolent I'equacio:
22 2

— — 2
x=DP=AQ=2c. D P C

Els triangles rectangles AI%E, QABF so6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

2
EF_AQ_3°_2

EB AB ¢ 3

Generalitzacio: A B
Siga el quadrat ABCD.

Siga E un punt del costat AD tal que DE =k [AB, 0 <k <1.

N A A
Siga F un punt del segment BE tal que els triangles EDF i FBC
tenen la mateixa area.

Determineu la proporcio entre els segments EF i EB.

Solucié:

EB 1+k’




