Problemes de Geometria per a I'ESO 164

1631.- En la figura ABCD i AEFG so6n quadrats.

La circumferéncia és tangent als costats BC i CD i passa pel punt F.

OQPC = 45°, i larecta PQ és tangent a la circumferéncia.
Si el costat del quadrat AEFG és igual al diametre 2r de la
circumferéncia, determineu la mesura del costat ABCD.

Solucio:

AE =EF = 2r

Siga O el centre de la circumferencia.

Siga T el punt de tangéncia de la circumferencia i el costat CD.
OF =OT =CT =r.

F és el punt mig del segment PQ.

Aleshores, el centre O pertany a la diagonal AC del quadrat ABCD.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AEF:
AF =227

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CTO:
ocC=+zr.
Siga AB =c costat del quadrat ABCD.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :
AC=42¢

AC = AF +OF +OC..
J2c=2V2r+r+42r.
Resolent I'equacio:
1432 6+42
c= r= r.
2 2

Ricard Peird i Estruch

D Q T ¢
o}
G
P
A E B



Ricard Peird i Estruch

1632.- El quadrilater ABCD esta inscrit en una circumferencia.
Si AB=1,BC=3, CD=6 i DA =8, determineu la seua area.

Solucio6 1: D A
Siga OADC =a , aleshores, JABC =180°-a .

A

Aplicant el teorema del cosinus al triangle DAC: :

—=2

AC™ =82 +62 -2[B[Bcosa (1)
A

Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :

AC’ =12 +3? - 2[1[Bcos(180°—a) )
Igualant les expressions (1) (2):

10-96cosa =19 +6cosq .

Resolent I'equacio:

15
cosa =—.

17

, 8

sina =—.

17

. . - A A
L'area del quadrilater ABCD és igual a la suma de les arees dels triangles DAC, ABC.
Spscp = %8 [Bsina +%1[:Bsin(180°—0() :
3) . 3)8

S =|24+—|sihna =|24+— |—=12.
ABED ( 2} ( 2}17

Soluci6 2:
Formula de Brahmagupta:
En un quadrilater inscriptible ABCD de costats a, b, ¢, d la seua area és:

a+tb+c+d
Sma):Jﬁ—axS—be—cxs—d)ons=-——7;__ﬂ
S:1+3;6+8:9_

Spaco = V(@ -D(9-3)(9-6)(9-8) =12.
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1633.- Siga el paral-lelogram ABCD, AB=8, AD=6. D 8

Es tracen les bisectrius als angles A i D que es tallen en el punt
P.

Siga Q el punt mig del costat BC .
Determineu la mesura del segment PQ = x.

Solucio:
La bisectriu AP talla el costat CD en el punt K.

ODKA =OKAB =a..
A R -
Aleshores, ADK és isosceles, DK =AD =6. L/\ « /

A
Per ser DP bisectriu del triangle isosceles ADK , P és el o P
punt mig del costat AK . 3

Aleshores, P, Q pertanyen a la paral-lela mitjana del A
paral-lelogram ABCD.

La recta PQ talla el costat AD en el punt L.
LQ=AB=8

- A - -
LP és paral-lela mitjana del triangle ADK , aleshores, LP = %DK =3.

PQ=x=LQ-LP=8-3=5.
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1634.- Siga el trapezi ABCD AD//BC. B C

Siga E del costat CD tal que OEAD = OEAB = OBEC, Q
S E

OAED =90°.
Siga BC =3 i BE =4, determineu DE .

Solucié: A
OADC =90°-a .

0OBCD =180°-OADC =90°+a .

OABC =180°-0BAD =180°-2a .

0CBD =180°-(0OBEC + OBCD) = 90°-2a .

OEBA = OABC - OCBE =90°.
Siga P la projeccio de E sobre AD.

A A
Els triangles rectangles ABE, APE so6n iguals, aleshores:

PE=BE =4, AP = AB.
Aleshores, ABEP és un cometa, per tant les diagonals sén
perpendiculars.

BP és perpendicular a AE .

CD és perpendicular a AE .
Aleshores, BP i CD son paral-lels.

BC i PD son paral-lels.
Aleshores, BCDP és un paral-lelogram. Per tant:

PD =BC =3.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DPE :
DE=5.
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1635.- En la figura, AB =2r és diametre de la circumferéncia de
centre O.

A
OBC és un triangle equilater.
Determineu el radi de les altres tres circumferencies.
Sangaku

Solucio:
Siga O, la circumferéncia de diametre AO el seu radi és

O0,A=0,0= %r .
Siga P el punt de tangéencia de la circumferencia de centre O, i el triangle
L
A
OBC. C
Siga O,P =r, el seu radi. 03
. . , 4 A 01 o_
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle O,PO, : P
52 2 2
oP =(r—r2) -1, (1) o2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPO, :

2 2
1 1 —
(Erﬂzj =(Er+OPj +r,° 2)

ri, = @2 +rOP 3)
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (3):

rid, =r? =2r0, +ry(r—r,)% -r,° (4)
3r, —r =4r’ - 2r i, (5)

Resolent I'equacio:

_4
rz—gr.

A
Siga Q el punt de tangencia de la circumferencia de centre O, i el triangle OBC.

Siga O4P =r; el seu radi.

00; =r-r,4

0QO0, =30°.

O,P _1 r, _1

00, 2 r-ry 2
1

g =—r
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1636.- En un triangle isosceles esta inscrit un quadrat d’area 1 el costat del qual es
troba en la base del triangle. Determineu I'area del triangle si sabem que els centres
de gravetat del triangle i del quadrat coincideixen.

Solucio:
A -
Siga el triangle isosceles ABC, AC =BC. C
Siga AB =¢
Siga el quadrat KLMN, KL =1 sobre la base AB del triangle. N M
Siga O el centre del quadrat, per hipotesi baricentre del triangle
A @)
ABC.
Siga P el punt mig del costat AB . A K p L
op=1
2

Aplicant la propietat del baricentre:

&:z@ﬂﬁ:g.

A A
Els triangles rectangles APC, AKN sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
3
2 -_1 Resolent I'equacio:
1 1 1 quacio:
2 2 2
c=3.

A
Notem que ABC és isosceles rectangle, C =90°.
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1637.- En un tetraedre regular d’aresta 1, esta inscrita una
semiesfera de forma que tres cares del tetraedre son
tangents a la superficie esférica la quarta cara serveix de
planol diametral. Determineu I'area de la semiesfera.

Solucio:

Siga el tetraedre ABCD tal que el planol diametral de la
semiesfera pertany a la cara ABC.

Siga O el baricentre de la cara ABC.

Siga M el punt mig de l'aresta AB .
Siga T el punt de tangéncia de la semiesfera i la cara
ABD.

Sigar = OT radi de la semiesfera.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMD:

_—

MD =—.
2

Aplicant la propietat del baricentre:

_1V3 V3 5_2V3 _ V3

32 6 32 3

2|
<

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COD:

S|
O

o[5

A A
Els triangles rectangles DOM, OTM sd6n semblants. Aplicant el teorema de tales:

ob_

MD OM

V6

3 _ r , . s 6
— = — . Resolent I'equacio, r = —.
5B :
2 6

L'area de la semiesfera és:

s=X(am?)= Zr{ﬁJz = am
2 9 | 27



Ricard Peird i Estruch

1638.- Una esfera esta inscrita en un con truncat.

Proveu que l'area de I'esfera és menor o igual que l'area lateral
del con truncat.

Solucio:

Sigar el radi de I'esfera.

Siga ABCD una secci0 axial del con truncat.
Siga K el centre de la base inferior del con truncat. Siga BK =a el radi de la base
inferior del con truncat.

Siga L el centre de la base superior del con truncat. Siga CL =b el radi de la base
superior del con truncat.
Siga a>b.

KL =2r.

Siga o = 0OABC, a D}O, g{

Siga T el punt de tangéncia de I'esfera i la generatriu BC del con.
BK =BT =a, CL=CT =b.

BC=a+bh.
Siga P la projeccio de P sobre la base inferior del con truncat.
PB=a-b.

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle CPB:

sina = .
a+b

L'area de 'esfera és:

S =4mr? =ma+b)?sina.

L'area lateral del con truncat és:
2ma+ 21 \=—=

conT — (TJBC = T[(a + b)2 .

esfera

S
Sesfera = T[(a + b)2 Sinz a< T[(a + b)2 = SconT '

Nota: L'area d’'una esfera inscrita en un cilindre és igual a I'area lateral del cilindre.
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1639.- La seccio6 d’'un tretraedre regular que passa per dos punts
migs de dues arestes de la base i és perpendicular a la base
divideix el tetraedre en dos poliedres.

Determineu la proporci6 entre els volums dels dos poliedres.

Solucio:
Siga ABCD el tetraedre regular d’aresta AB = a.

A
Siga O el baricentre del triangle equilater ABC.

Siga h = OD altura del tetraedre ABCD.
El volum del tetraedre regular ABCD és:

VABCD = lﬁazh = ﬁazh

3 4 12
Siguen M, N els punts migs de les arestes AB, BC,
respectivament. ¢

Siga K el punt mig del segment MN .

A
Siga MNP la seccié perpendicular a la base ABC.

B3, Ek=Y31,o3,
3 227 4

3|
(o9)

A A
Els triangles rectangles DOB, PKB sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

_h _ PK
REPRRE
3 4
PK =3h.

4

El volum del tetraedre MNBP és:

2
VINBP :iﬁ E Eh :Eazh_
341\2) 4 64

El volum del poliedre AMNCPD és igual al volum del tetraedre ABCD menys el volum
del tetraedre MNBP:

V :ﬁazh_ﬁazh :%azh
AMNCPD =12 64 192 '
La proporcié entre els volums dels poliedres AMNCPD i MNBP és:
713\/5 a’h
Vawnceo _ 192 :E.
VMNBP Eazh

48
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1640.- Tres esferes son tangents al planol que

A
determina el triangle ABC en els seus vértexsiala
vegada son tangents a parelles una a I'altra.

Determineu els radis de les esferes si AB = \/§

AC =412, BC =+/24 .

Solucio:

Siga P el centre de la circumferencia tangent en el
punt A al planol i AP = r, el seu radi.

Siga Q el centre de la circumferencia tangent en el
punt B al planol i B_Q =r, el seu radi.

Siga R el centre de la circumferéncia tangent en el
punt C al planol i CR= r; el seu radi.

AP, @ i CR son perpendiculars al planol.

Siga K la projeccio de P sobre @.
PK=AB=48.

Q_K =r,-r.

PQ=r, +r,.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PKQ':
(*/5)2 +(r, =1,)? =(r, +r,)°. Simplificant:

ar, 3, = (V8f .

Analogament:
ar, 3, = (V12f .
ar, 11, = (V24 |

Considerem els sistema format per les tres equacions anteriors:

r,, =2 rn=1
r, B, =3 . Resolent el sistema 1r, =2.
r,d; =6 r, =3

Generalitzacio:

A
Tres esferes son tangents al planol que determina el triangle ABC en els seus vertexs
i a la vegada sOn tangents a parelles una a l'altra.

Determineu els radis de les esferes si AB =c¢ , AC = b, BC=a.

Solucio:
=B o2 b
A 2a’® 2p’ ¢ 2¢°



