Ricard Peird i Estuch

Problemes de Geometria per a I'ESO 165

A R —
1641.- En el triangle ABC s’han tracat les mitjanes BD i CE que

A
s'intersecten en el punt G. Demostreu que el triangle BCG i el
guadrilater ADGE tenen la mateixa area.

Solucio:

Siga la mitjana AF.

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén proporcionals a les bases.
Aplicant la propietat del baricentre:

AG:GF=2:1. C

Sacc=28gkc -

Seee = 2B¢rc-

Sape = Soce - D F
Aleshores, S,ps = Sgec -

Aplicant la propietat del baricentre: G
CG:GE=2:1.

Sace= 25 ace - A E B
Aleshores, S, = Sgpc-

Per tant, Sgcg = Saps * Sace = Sapce -
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1642.- Dues circumferencies sén concentriques i la circumferéncia menor divideix la
major en dues parts d’'igual area. Demostreu que la part de la corona
compresa entre dues tangents paral-leles a la circumferencia de
radi menor, té la mateixa area que el quadrat inscrit en la
circumferéncia menor.

Solucio:
Siga O el centre de les dues circumferéencies.
Siguen AB, CD dos segments paral-lels tangents a la circumferéncia de radi menor.

Siga K el punt mig del segment CD.
AmB

Siga KLMN un quadrat inscrit a la circumferéncia de radi menor.

Siga OA =R radi de la circumferéncia exterior.

Siga OM =r radi de la circumferéncia interior. N
El cercle de radi major té el doble d’area del cercle de radi 0
menor.

Aleshores, (B) =2. R=r/2. WC
r

Siga KL =c costat del quadrat KLMN.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isdsceles KOL :
c?=2r%,
L'area del quadrat inscrit KLMN és:
Skumn = 2r%.
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMA :

2 _ Al 2
R =AM +r°.
—2
AM™ =R? -r? =r2.

A

Aleshores, OMA és un triangle rectangle isosceles.

UAOM =90°.
L’area del segment circular AB és igual a I'area d’'un quart de circumferéncia de radi R

A
menys l'area del triangle ABO:

1nR2 12rDi =1Trr2 -r?

n 2
== - =|=-1|r".
segment 4 2 2 (2 )

L'area de la part de la corona circular compresa entre dues tangents paral-leles AB,

S

CD és igual a I'area del cercle de radi R menys la suma de les arees de dos segments
circulars AB i el cercle de radir:

Sombrejaca = TR’ —(28—1}2 +Ttrzj = 2mr? —(Ttr2 - 2r? +nr2): 2r2,

Aleshores, AB, l'area de la part de la corona circular compresa entre dues tangents
paral-leles AB, CD és igual a I'area del quadrat KLMN.
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1643.- La base d’'una piramide és un quadrat. Dues cares sén perpendiculars al planol
de la base i les altres dues formen amb la base dos angles iguals a . Calculeu I'angle
diedre format per les dues darreres cares laterals.

Solucio:

Siga ABCDS la piramide base el quadrat ABCD de costat
AB=a.

Siga l'aresta AD =h perpendicular a la base.

A A
Les cares ADS, CDS son perpendiculars a la base.
A
Siga OSAD = OSDA =a . L'angle diedre de la cara ABS ila

A
base i 'angle diedre de la cara CDS ila base és a.

Siga P la projecci6 de A sobre l'aresta BS. P també és la
projeccié de C sobre l'aresta BS.

A A
L’'angle diedre que formen les cares ABS i CDS és = JAPC.
Siga AS=CS=b, CS=d.

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle ADS :

h a
—=tga, — =cosa.
a b

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CDS :
o2 = fav2f +h2.
d=ay/2 +tg%a

A A
Els triangles rectangles SAB, APB sdn semblants. Aplicant el teorema de Tales:
b_Ap
d a

Ap=cp=20_ 1

d  cosay2 +tg2a .

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APC :
(ax/i)2=2 5 1 —a’-2— 1 —a’ cosp.
cos a(2+tg 0() cos a(2+tg a)
Simplificant:
cosp =1-cos” 0((2 + tgzo().

cosB =-cos®a.

B=ar cos(— cos? 0().
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1644.- En un paral-lelogram ABCD, sobre els costats HB, %, 5 G c

CD i DA hem agafat els punts E, F, G, H, respectivament, tal
queﬁ:@zﬁzﬁzﬁ:@:m:ﬁzl:z H

Demostreu que el quadrilater EFGH és un paral-lelogram &
i determineu la proporci6 entre la seua area i I'area del
paral-lelogram ABCD.

Solucio:
AH =CF, AE =CG, OHAE = [IFCG.

Aleshores, els triangles AI%H, CéF sbn iguals, per tant, HE = GF.
A_H, CF s6n paral-lels, HE,HB son paral-lels.

Aleshores, H_E, GF s6n paral-lels.

Per tant, EFGH és un paral-lelogram.

Siga S l'area del paral-lelogram ABCD.
A A
Els triangles AEH, ABD sb6n semblants i la raé de semblanca 1:3.

2
1 11
Aleshores, S =|=|S ==-=S.
AEH (3j ABD 9 2
- A A .
Els triangles EBF, ABC so6n semblants i la rad de semblanca 2:3.
2
2 41
Aleshores, S =|—1|S =——S.
EBF (SJ ABC 92
L'area del quadrilater EFGH és:

Seren =S - (205 4 +2[5EBF)=S—(29138S+2GSSJ=35.

Aleshores, Seron _ i.

ABCD 9

Generalitzacio:

En un paral-lelogram ABCD, sobre els costats AB, BC, CD i DA hem agafat els
punts E, F, G, H, respectivament, tal que AE:EB=CF:FB=CG:GD=AH:HD=1:k.
Demostreu que el quadrilater EFGH és un paral-lelogram i determineu la proporcié
entre la seua area i I'area del paral-lelogram ABCD.

Solucio:
Seren _ 2K

Sagco (1+K)? '
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1645.- Calculeu I'area comuna de dos rombes, en qué el primer té
diagonals iguals a 2 i 3, mentre que el segon s’obté al girar el primer
90° al voltant del seu centre.

Solucio:
Siga el rombe ABCD de diagonals AC =3, BD=2 icentre O.
Siga el rombe A'B'C’D’ que s’obté de girar ABCD 90° al voltant de O.

La intersecci6 dels dos rombes és el quadrat KLMN.
L’area comuna als dos rombes és I'octogon D’KBLB’MDN.

Siga P la projecci6 del punt L sobre la diagonal BD. C
Siga Q el punt mig del segment LM.

Siga QL =PL =x. B’
PB = Q_B =1-x.

A A
Els triangles rectangles COB, LPB sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

B

g . Resolent I'equacio:

—-X

X
galw

L'area de I'octogon D'KBLB’MDN és:

1 12 '
Soxstemon = Skuwn t4 Bye = (2x)* + 45 2x(1-x)=4x = T

Generalitzacio:
Calculeu I'area comuna de dos rombes, en que el primer té diagonals igualsa aib,
a <b mentre que el segon s’obté al girar el primer 90° al voltant del seu centre.

Solucié:
_a’b
a+b’

oct
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A
1646.- Siga el triangle rectangle isosceles ABC A =90°.

Construiu el segment P_Q paral-lel a la hipotenusa BC, tal que

- P
PA=AB. K

Solucio:
Considerem el punt mig M de la hipotenusa BC.
Dibuixem la circumferéncia de centre A que passa pel punt M.

La circumferéncia talla els catets del triangle rectangle AéC enels
punts P, Q.

AM=BM = AP.

% paral-lel a la hipotenusa BC.

A A
Notem que els triangles rectangles isosceles BMA, PAQ soén

_ P
iguals. Q\

Aleshores, PQ = AB. B M C
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A
1647.- En el panol N es troba el triangle equilater ABC de
costat a.

Per un costat del planol es troben els segments
a

V2

perpendiculars al planol BD = , CE =av/2. Proveu que el

A
triangle ADE és rectangle.

Solucié:

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD:

ﬁ:aﬁ.
2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACE :

AE=av3.
Siga K la projeccié de D sobre la recta CE.

@af-%:ﬂa

2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DKD:
bE=a®.
2
—_—2 —=2 —2
Notem que DE +AD =AE .

A
Aleshores, el triangle ADE és rectangle i isosceles JADE =90°.
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1648.- Siga ABCDEFS una piramide hexagonal regular de
base I'hexagon regular ABCDEF de costat a. Siga a
I'altura de la piramide.

Una esfera és tangent a les arestes laterals de la piramide
en els vertexs de la base.

Solucio:
Siga G el centre de la base ABCDEF de la piramide.

SG = a, altura de la piramide.
Siga O el centre de I'esfera.
O0SAO =90°, DAGO =90°.

Siga OA =R radi de I'esfera.

Siga OG =X .

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
A

isosceles AGS:

<L
J— Seraere,

— AT
AS =ay2. 17 5}’3‘:‘3‘:

K
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle //4'9’::::::‘
A K
isosceles SAO: 1 :\‘% R

[av2) +R? =(@+x? (1)
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
isosceles AGS:
a? +x? =R? (2)
Considerem els sistema format per les expressions (1) (2):

{(a«/i)z +R? = (a+x)?

X=a
R=a\/§'

. Resolent els sistema: {
a’ +x*> =R?



1649.- En un quadrat de costat ¢ s’han dibuixat dos
semicircumferéncies de diametre dos costats del quadrat.

Dos circumferencies, cadascuna d’elles, es tangent a les
semicircumferéncies i a un costat del quadrat.
Determineu el radi de les circumferéncies.

Sangaku

Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat AB=c.

Siguen M, N els punts migs dels costats AB, BC, respectivament.

Siga K el centre de la circumferencia tangent al costat AB.
Siga T el punt de tangéencia. Siga KT =r el radi.

Siga MT =x.

Siga P la projecci6 de K sobre el costat BC.

MK = c

S kN=S4r, PN=S -1 KP=x+2,

2 2 2 2
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KTM:

2
(% _ rj =12 +x2. Simplificant;

4cr =c? -4x? (1)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KPN:

2 2 2
Cor] =[x+&| +[S-r]| . simplificant:
2 2) |2

8cr = c? +4x? +4cx (2)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
{4cr =c? -4x?

) ) . Resolent el sistema:
8cr =c© +4x“ +4cx

Ricard Peird i Estuch

D C
N
K
=]
A T M B



1650.- En un quadrat de costat ¢ s’han dibuixat dos quadrant de radi el

costat i una semicircumferéncia de diametre un costat.

Dos circumferencies tangents, cadascuna d’elles, és tangent als
quadrants i a la semicircumferéncia.
Determineu el radi de les circumferéncies.
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Sangaku
Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat AB=c. D F c
Siga M el punt mig del costat BC. i
Siga P el centre de la circumferéncia major i r el seu radi.
P pertany a la diagonal BD.
. L — E N
Siga E la projeccié de P sobre el costat AD. P
Siga F la projecci6 de P sobre el costat CD.
— — M
PE=PF =x.
Siga N la projecci6 de P sobre el costat BC. Q K
PN=c-x,CP=c-r, CN=x, ngw, W=%—x.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PNC :
A B

(-1 =x*+(c-x)? 1)
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PNM:

2 2
(%H’j =(%—xj +(c = x)? (2)

Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
{rz —2cr = 2x% - 2¢x

r +cr=2x%-3cx +c

. Resolent el sistema:

Siga P el centre de la circumferéncia menor i s el seu radi.
Siga K la projeccié de Q sobre el costat BC.

Siga L la projeccié de Q sobre el segment PN.

Siguen Q_L=y, &zz.

PQ=r+s,PL=c-x-2, M_Q=%+s, Wzy—(%—xj, CQ=c-s, CK=y+x.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QLP :
(r+s)® =y* +(c-x-2)? 3)



A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QKM :

2 2
c 2 c
—+s| =z°+|y—-—+X 4
(2 J (y 2 j “
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QKC:
(c-s)* =2° +(y +x)* ®)
Resolent el sistema format per les expressions (3) (4) (5):
y=24
187
20
z=— .
33
4
sS=—
33
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