Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a I'ESO 166

1651.-En un triangle isosceles esta inscrit un quadrat d’area 1, un costat del quadrat es
troba en la base del triangle. Determineu I'area del triangle si sabem que els centres
de gravetat del triangle i del quadrat coincideixen.

Solucio: N

A -
Siga el triangle isosceles ABC, AC =BC.
Siga AB=c

Siga el quadrat KLMN, KL =1 sobre la base AB del triangle.

A
Siga O el centre del quadrat, per hipotesi baricentre del triangle ABC .
Siga P el punt mig del costat AB.

op=1
2
Aplicant la propietat del baricentre:

&:z@ﬂﬁ:g.

A A
Els triangles rectangles APC, AKN sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

-1 . Resolent I'equacio:

Cc -

N
o ‘I\J\w
N
N

c=3.
L’area del quadrat és, Sy, =3° =9.

A
Notem que ABC és isosceles rectangle, C =90°.



1652.- En la figura, el quadrat té costat c i el triangle és equilater.

Calculeu la mesura dels radis de les dues circumferéencies.
Sangaku

Solucio:
Siga el quadrat ABCD de costat AB=c.

A
Siga el triangle equilater ABL .
La recta CL talla el costat AD en el punt K.
Siga M la projecci6 de K sobre AL .

OLBC = OKAL =30°.
OCLC =0OBCL =75°.
OKLA =180°—(60°+75°) = 45° .

P A
Siga CL =x. Aplicant el teorema del cosinus al triagle BCL :
x? =c?+c?-2c%cos30°.
x? = (2 —\/5)02.

A

Siga r el radi de la circumferéncia inscrita al triangle BCL .

A
L’area del triangle BCL és:

1., . cC+Cc+X
Sgel ==C€°sin30°= ———r
BCL 2 2
SgeL = %cz % _2CcreV2TN3 “22_\/§r . Resolent I'equacié:

1
= c.
2(2+\/2—\/§)
Siga y:mzm.
KL=yv2, AK=2y ,AM=c-y.

r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMK :
(2y)? =y? +(c - y)?. Resolent I'equacio:

_1+\/§

2

y = c.

A
Siga s el radi de la circumferéncia inscrita al triangle ALK .

A
L'area del triangle ALK és:
-1 D_1+\/§c = c+2y+y\/§S.

SALK - 2C 2 2
—1;\/5(: - 2y/3 _*2/5 +£s . Resolent I'equacio:

S= _1+\/§ C
2J3-V2+6
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1653.- En la figura, dins d’un triangle equilater de costat ¢ hi ha un quadrat que
té un vertex en el put mig d’'un costat i I'altre vertex en I'altura sobre aquest
costat.

S’han dibuixat dos circumferéncies inscrites en dos triangles i una tercera
tangent al triangle equilater que passa pel vertex superior del quadrat.
Determineu el radi de les tres circumferéncies.

Sangaku.

Solucio:

A N
Siga el triangle equilater ABC de costat AB=c.
Siga KLMN el quadrat.
ONMB = 45°

Siga J la projecci6 de N sobre el costat AB.

Sigamzmzx. Ezg—x.

ﬁzzﬁzc—Zx.W:x\E.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BIN :

NG

X = 7(0 -2X) . Resolent I'equacio:

3_\/50.

4 A M J B
. . . . . - . A A
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita als triangles MBN, AML .

_X_x 2+x+c2;r' 133—\/5(::3 4\/§C(1+\/§)+(2:
22 2 22 4 2

. 3-8
25+342-43-6)

Siga P_Q paral-lel al costat AB. K és el punt mig del costat P_Q

lc

r.

SMBN

Resolent 'equacio: r =

A A
Els triangles equilaters ABC, PQC s6n semblants.

A
Siga s el radi de la circumferencia inscrita al triangle PQC

A
El radi de la circumferencia inscrita al triangle ABC gg-

V3

R=—-c.
3

B, sk,

W:\/EEM_N:ZX.W:7C, K:2 -2X.

Aplicant el teorema de Tales:

/3

—C—2X
2
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1654.- En la figura, la circumferéncia exterior té radi R.

Els dos quadrats son iguals, el vertex comu és el centre de la
circumferéncia i els oposats a aquest formen un diametre.
Determineu el radi de les dues circumferéncies tangents a als
guadrats i a la circumferéncia exterior.

Sangaku

Solucio:

Siga O el centre de la circumferencia exterior i R el seu radi.

Siga P el centre de la circumferencia superior i r el seu radi.

Siga Q el centre del quadrat de I'esquerra. \K

Siga M el punt de tangéncia de la circumferencia de
centre P i el quadrat de I'esquerra.

Siga N el punt de tangéncia de la circumferéncia de centre P i el
quadrat de la dreta. N
Siga T el punt de tangencia de la circumferéncia exteriorila  ,

de centre P. Q (6)
Siga la recta r tangent a la recta OT que passa pel punt T.

Siga K la interseccio de la recta r i la recta OM.

Siga L la interseccio de la rectar i la recta ON.

A
El triangle OKL és rectangle i isosceles:

OK =OL =RY3.
ﬁ:ﬁ@:%a
w:ngwz%e.

A
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle OKL
.= OK +0OL —KL
—

s=m—_m=(ﬁ—1)R.

2
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1655.- En la figura el quadrat exterior té costat c.

Hi ha dues semicircumferencies de diametres dos costats oposats.

Un quadrat que té els dos vértexs en les semicircumferencies i els altres
dos sobre un costat del quadrat.

Determineu el radi de les dues circumferéencies.

Sangaku

Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat AB=c.
Siguen E, F, G H els punts migs dels costats del quadrat ABCD. p G

Siga IJKL el quadrat de costat 1J = x. /

Siga PG =r radi de la circumferéncia superior (P el centre). M p

Siga M la projeccio de P sobre el costat AD.

PH=C+r, iM=Sr, PM=C.
2 2 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle HMP :

c 2 (c 2 (¢’ .
—+r| =|=-r| +|=]| . Resolent I'equaci6:
2 2 2

r=—c.

8 A I g J
. a A . , JK _BC
Els triangles rectangles EJK , EBC son semblants ja que — =—=2.
EJ CB
Aleshores, E, K, C estan alineats.
Siga N la projecci6 de K sobre el costatBC .

-x, FK=2.
2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KNF :

c) c 2 (¢ xY L
—| =|=-x| +|=-=| . Resolent I'equacio:
2 2 2 2

1
X==cC.
5
Siga OQ =s radi de la circumferéncia inferior (O el centre).

Siga T la projecci6é de O sobre costatBC .

OF=S4+3 Fr=C_x-s=3¢_5 o7=C.
2 2 2 10 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OTF :

2 2 2
c c 3c , .,
—+s| =|—=| +|—-s]| . Resolent 'equacio:
2 2 10

s=——-cC.
160
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1656.- Siga el rectangle ABCD. D C
Siguen M i N els punts migs dels costats E), BC, L
respectivament. "
A
Determineu la proporcio entre les arees del triangle DKL iel M N
rectangle ABCD.
Sangaku
A B
Solucio 1:
Siga S l'area del rectangle ABCD.
L és el punt mig dels segments CM, BN. D C
A
Siga X l'area del triangle DKL . S/8
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son X S/8
proporcionals a les bases. K L
1
Spen ==S. M S/8
4
1 1
Spic =Sine ==Spey ==S.
DLC LNC 2 DCN 8
_ 1
Sen. = Sine —gs- A B
. A 4 _ 1
Els triangles DLM, NCL son iguals, aleshores: Sp,,« =§S—X.
- A A .
Els triangles DMK , NCL sén semblants i de raé1: 2.
Aleshores, BK = 2DK .
Sgu. =208y, =2X.
Sgek =4 Bpw -
1S +ES +2X = 4(18 - Xj . Resolent I'equacié: X = iS . Aleshores, M = 1 .
8 8 8 24 ascp 24
Solucio6 2:
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén proporcionals a les bases.
1

Spen = ZSABCD .
1 1

Spic =Sine =ESDCN =§SABCD'

A A - -
Els triangles DLM, NCL son iguals, aleshores: CL =ML .

A A
Els triangles DMK , NCL s6n semblants i de ra61: 2.
Aleshores, CK =2VK.
CL+KL=2 EQC_L - H_)

H:la_ le ﬂ:%.AIeShores,

S 3’1
chL g SABCD

Sok :i_

ABCD 24



Ricard Peird i Estruch

1657.- En un triangle equilater de costat ¢ s’ha inscrit dues
semicircumferéncies tangents a dos costats i que tenen el diametre en el
tercer costat.

Una circumferencia es tangent exterior a les dues

semicircumferéncies i a un costat del triangle (veure figura).

Calculeu el radi de la circumferéncia.

Sangaku.

Solucio:

A N
Siga ABC el triangle equilater de costat AB=c.
El centre de les dues semicircumferencies és el punt mig C

dels costats AB i %, respectivament.

Siga M el punt mig del costat AB, centre de la
semicircumferéncia.

Siga P el punt de tangéncia de la .
semicircumferéncia de centre Miel .,

costat AC.

Siga MP =r el seu radi.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle APM:

ap-lam=C =33,
2 4 4
Les dues semicircumferencies son

simétriques respecte de la mediatriu del

costat AC. A v B
Aleshores, la circumferencia és simétrica respecte de la mediatriu anterior.

El punt de tangéncia T de la circumferéncia i el costat AC és el punt mig T del costat.
Siga K el centre de la circumferéncia i KT =s el seu radi.

Siga L la projeccié de K sobre el segment MP .
KL=PT=AT-AP=S.

4
MK =r+s, ML=r-s.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MLK :

2
(r +s)? :(%J +(r-s)’.



1658.- En un quadrat sobre dos costats s’han dibuixat dues
semicircumferéncies (veure figura). Una circumferéncia és
tangent exterior a les dues semicircumferencies i als altres
dos costats.

Determineu el radi de la circumferéncia.
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Sangaku.

Solucio:

Siga ABCD el quadrat de costat AB =c .

Siga M el punt mig del costat AB centre de la semicircumferéncia
de diametre AB.

Siga O el centre de la circumferencia. Siga OT =r el seu radi.
Siga P la projecci6é de O sobre el costat AB ,

OM=Z+r, OP=c-r, PM=<-r,
2 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPM:

2 2
(%H’j =(§—rj +(c-r)°.

Simplificant:
r2 —4cr+c?=0.
Resolent I'equacio:

r=(2—\/§)c.
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1659.- Siga ABCD un quadrat de costat c.

Siguen E i F els punts migs dels costats AB, BC, 1
respectivament.

Determineu el radi de les circumferéncies inscrites als triangles
A A F
AED, FCD i el quadrilater DEBF.
Sangaku.
A E B
Solucio:
A -
Siga G el centre de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle AEDi GH =r el seu
radi.
. , : A D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AED :
pE=Y5..
2
A
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle AED és: e}
e, 5, G
_AE+AD-DE _3 5 _3—J§C
2 2 4 A 4 E T

Siguen T i K punts de tangencia de la circumferéncia inscrita al quadrilater DEBF amb
els costats BE, DE, respectivament.

Siga O el centre de la circumferenciai s = OT =OK el radi.

BD=cv2,BO=5sy2.

%:ﬁ—%:(c—s)ﬁ.

Siga a = JADE, aleshores, [JODK =45°-q .

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ODK :

. o\ _ s
sin(45°-a) _—(c —s)\/i .
ﬂcosa —ﬁsina =5
2 2 (c —s)\/E
V22 21 s
25 25 (c-sW2’
Simplificant:
1 _ s
V5 (c-s)
Resolent I'equacio:
J5-1

C.
4
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1660.- Calculeu 'area d’un dodecagon regular de costat c.

Solucio 1:

Siga ABCDEFGHIJKL el dodecagon regular de costat AB =, de centre O.

Sobre els costats alternatiu cap a I'interior del dodecagon dibuixem els H G
quadrats ABNM, CDPN, EFQP, GHRQ, IJSR, KLMS. | F
El dodecagon regular ha quedat dividit amb 12 triangles R
equilaters de costat ¢ i 6 quadrats de costat c. Q
La seua area és: S

S ABCDEFGHIKL = 12[§02J + 6(02) = (3\/5 + G)C2 . ° /P

Soluci6 2: L C

Siga ABCDEFGHIJKL el dodecagon regular de costat AB=c, de HA B

centre O.
360°

OAOB = =30°.
Aleshores, JOAB = JOBA =75°. J
Siga M el punt mig del costat AB.

Siga OM=a, apotema del poligon regular.

Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle

A
AMO :

(o] (o]
@:t750:M:2+\/§_ A M B
1-tg45°ig30°
_2+43
2

L’area del dodecagon regular és:

1 2+4/3
S ABCDEFGHIKL = 12(5(: > J = (3\/5 + 6)C2.




