Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a 'ESO 167

1661.- En la figura, I'hexagon regular té costat c.
Determineu I'area de la zona ombrejada.

Solucio.

Siga ABCDEF I'hexagon regular de costat AB=c.
Els dos arcs tenen radi c i angle 1BCD = JAFE =120°.
L'area de la zona ombrejada és igual a I'area de I'hexagon de

costat ¢ menys % de cercle de radi c:
V3 ZJ 2
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1662.- En la figura, I'octogon regular té costat c.

Determineu I'area de la zona ombrejada.

Solucio:

Siga ABCDEFGH I'octogon regular de costat AB=c.

Els dos arcs tenen radi ¢ i angle JCDE = JHGF =135°.

L'area de la zona ombrejada €s igual a I'area de l'octogon regular ¢ =

E R
de costat ¢ menys % de cercle de radi c:
L’octogon regular esta inscrit en el quadrat PQRS de costat G D
PA =2[PA+AB = [1+2)c. 0
L'area de I'octdogon regular és igual a I'area del quadrat PQRS H c
menys I'area d’'un quadrat de costat c.
2

swwm]:@+J§)c2—c2:2@+J§k2

P A B Q

L'area de la zona ombrejada és:
:8+8J§—3nc2

3
Sombrejada = 2(1_\/5)(:2 _ZTU]:Z 4
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1663-.- Des d'un punt P exterior a una circumferencia de radi
ri centre O es dibuixen dues tangents que tallen la
circumferéncia en els punts Q, R.

Determineu la distancia OP a fi gue l'area del cercle siga
igual a I'area del quadrilater PQOR.
K6MalL, C1302. R

Solucio:
Siga@zd. O_Q=r.
JOQP =90°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OQP:
PQ =+d? -r2.

L’area del quadrilater PQOR és:
1_ _
Spoor = 2Spgo = 2[EOQ IZIPQJ =ryd? -r?.
L'area del cercle és igual a I'area del quadrilater PQOR, aleshores:
rvd? —r? =1r?. Resolent I'equacio:

d=rJ1+1° .
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1664.- En la figura, OAED = OJADB =90°, BC :aj, DE =16cm, BD =3 DE , el

A A
perimetre del triangle BCD és 108 cm, I'area del triangle ADE
és 96cm?. Calculeu:

a) El perimetre del quadrilater ABDE. E
b) L'area del quadrilater ABDE.

A
c) L’area del triangle BCD .
d) L'area del quadrilater ABCD.

Solucié:
BD = 3 DE = 48cm.

A
L'area del triangle ADE és 96cm?:
%16 [AE = 96. Resolent 'equacié:
AE =12cm.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADE:
AD =20cm.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABD :
AB=52cm.

El perimetre del triangle BCA:D és 108 cm:

2 [BC + 48 =108 . Resolent 'equacié:

BC =CD =30cm.

a)

El perimetre del quadrilater ABDE és:

Pagpe =52+48+16+12 =128cm.

b)

L’area del quadrilater ABDE és igual a la suma de les arees dels triangles rectangles

A A
ADE, ABD:
S aspE = %12 26 +%20 (48 =576cm?.
c)
L'area del triangle BCA:D , aplicant la férmula d’Hero és:
S, = /108 mi 4802 _ oy 2
d)

A A
L’area del quadrilater ABCD és igual a la suma de les arees dels triangles ABD, BCD:

1

S aoe = E20 48 +432 =912cm?.



Ricard Peird i Estruch
1665.- Una piramide regular triangular d’altura 4 m i un tetraedre regular
d’'altura 2, tenen la base comuna i estan situats a distint costat d’aquesta.

Determineu I'angle que forma una de les cares de la piramide contigua a
una del tetraedre.

Solucio:

A
Siga ABCD la piramide regular de base el triangle equilater ABC .
Siga O el centre de la base, oD =4.
Siga ABCE el tetraedre regular d’altura OE=2

Siga AB =a aresta de la base comuna a la piramide i
al tetraedre regular.

Siga M el punt mig de l'aresta AB.

V3 V3 V3

CM=—a, OM=—a, CM=—a.
2 6 3
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
EOC:

a? = (gaj + 22 . Resolent I'equacio:

=J6.

— 3 V2
M="2 6 =<
6\/_ 2

Q

Siga a =0DMO, 3 =0OME.

L'angle que forma una de les cares de la piramide
contigua a una del tetraedre regular és o +f3.

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle OMD :
4
=42,
V2

2
o = arctgd+/2 = 79°58'30" .

tga =

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OME :

th=%=2\/§.

2
B = arctg2+/2 = 70°31'43.6".
L’angle que forma una de les cares de la piramide contigua a una del tetraedre és:
o +B = arctgav2 ) + arctg(py2) = 150°3013.6"



1666.- Determineu I'angle que formen dues diagonals d’un cub.

Solucio:
Siga ABCDA'B’C’D’ el cub d’'aresta a = AB.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC :
AC=av2.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACC':
AC =BD'=av/3.
Les dues diagonals s’intersecten en el punt mig P d’ambdues.

Bp-Ap-AC _V3,
2 2

Siga a = OAPB I'angle que formen les diagonals AC', BD'.
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABP :
2 2 2
a® = ﬁa + ﬁa -2 ﬁa cosa .
2 2 2
Simplificant:

1
cosa =—.
3

o= arccos% =70°3143.6".
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1667.- Dins d’'un rectangle s’han inscrit 6 circumferencies
d’igual radi r (veure figura).

Determineu la mesura dels costats del rectangle.
Sangaku.

Solucio:
Siga el rectangle ABCD de costats AB=a, AD =b.
A -
El triangle JLN de costat JL = 2r, D
ONJL =60°.
OKJL =120°, KJ = 4r. N
Aplicant el teorema del cosinus al triangle J
A
JKL:
KL’ = (4r)2 +(2r)? - 2 [4r [2r [£05120°. \
Simplificant: K L y
KL=2J7r.
Siga a =0OJKL . A
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle JKL :

(2r)? = (4r)* + (2«/7r)2 —2r 247 r kosa . Simplificant:

5J7

cosa =——.
14

Siga M la projecci6 de N sobre la recta KL. KM =a—2r. KN = 6r.
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle

A
KMN::
A=A _ osa = 57 . Resolent 'equacio:
6r 14
7
sina = @ .
14

MN=b-2r. KN=6r.
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle

A

KMN':

b—2r =sina = @ . Resolent I'equacio:
6r 14

3421
7

b=[2+ )




1668.- En la figura, el quadrat exterior té costat c.

Dues circumferéncies son tangents als dos arcs quadrats i la
menuda tangent al quadrat gran i la gran tangent al quadrat menut.

Determineu el radi de les dues circumferéncies.
Sangaku.

Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat AB=c.

Siguen |, J els punts migs dels costats AB, CD,
respectivament.

Siga KLMN el quadrat de costat KL =x.
Siga O el punt mig del costat MN.

AM=c, Hz%, LM=x.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
ALM:

2
C+X >
c? =( 5 J +x?. Resolent 'equacio:

X=—cC.
5

Siga P el centre de la circumferéncia gran.
Siga Q el centre de la circumferencia menuda.

Siga PO =r radi de la circumferéncia gran.

P=x+r=oc+r, AP=c-r, A=,
5 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AIP:

2 2
(c-n?= (gj +(gc +rJ . Resolent I'equacio:

Siga al = s radi de la circumferéncia menuda.
IQ=c-s, AQ=c-s.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AlQ :

2
(c+s)? = (gj +(c - s)?. Resolent I'equacio:

s=—cC.
16
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1669.- En la figura, el quadrat té costat c.

Determineu el radi de les dues circumferéncies.
Sangaku.

Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat AB=c.
Siga O el centre de la circumferencia menuda.

Siga P el centre de la circumferéncia gran. QV =QL=x. Siga a = [JOCB.
La recta CO és bisectriu de I'angle [JKCB, i a més a més CK, i CB sén tangents a la

semicircumferéncia, aleshores, CO passa pel punt mig N del costat AB.
2tiga 4

1-tg?a 3~ J

tga :%. Aleshores, tg2a =

[UDKC=2a. 2 =tg2d :%. Aleshores, DK :%c .

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CDK : D
DK =2c.
4
Sigar el radi de la circumferencia de centre P.

A
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle CDK és:
& .~~~ ~u §c +C —Ec
=DM K+CD—CK:4 4 :ic' Ki
2 2 4

1 1

V!

4 2

3
KM=KL=—c—-—c=—a. A :
4 P /N

CT=CBL=a. KL+CT=CK+TL. gc =%c+T_L.AIeshores, ﬁ:%c.

Siga P’ la projecci6 de P sobre el costat AB. Siga P” la projecci6 de P sobre NU.
AP =c-r=S¢, pPN=S-r=2¢ Np=C-r=tc,
4 2 4 2 4

A A
Aleshores, els triangles rectangles PP'N, PP"N so6n iguals, aleshores:

UV =PP"=pPP =S¢,
4
Siga Q la interseccio de les tangents CK i UV. Siga @ = ﬁ =X:
a :Q_V = x+%c. uv :%c =2X +%c. Resolent I'equacio: @ :Q_L =X =%c .

— 3 =—=_2
K=—c,QC=—c.
Q 4 Q 4
Siga J la intersecci6 de la tangent UV i la recta AD.
3 .2

A A -
Els triangles KQJ, CQU' s6n semblants i de raé QK : QC :ZC :Zc =3:2.

A
Siga s el radi de la circumferéencia inscrita al triangle CQU'. s = gr =——c==cC
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1670.- En la figura, la circumferéncia té radi R.
S’ha dibuixat un quadrat i un triangle equilater.
Determineu el radi de les tres circumferéncies.
Sangaku 1823. Prefectura de Kanagawa.

Solucio:
Siga la circumferéncia de radi R i centre O.
Siga el quadrat ABCD inscrit en la circumferéncia.

OA =R c

A
Siga el triangle equilater APQ inscrit en la circumferéncia.
Siga M el punt mig del costat P_Q

O és el baricentre del triangle. Aplicant la propietat del
baricentre:

m=§a.M=a+m=gR. 0

w=m=%c.ﬁ=2[m=a

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isdsceles

A
KCL : A

2

CK=CL="%R.
2
Siga EO =r el radi de la circumferéncia de centre E.

A
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle KCL és:
r_&+a_—ﬁ_ J2-1 R
2 2 '
OPAQ =60°, aleshores, [IDAQ =[PAB =15°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADC:
AD=RV2.

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle ADJ:

D) tg150= tg(450-300) =2 - 3 . Aleshores, DJ = (242 - V6 R

Rv2
RV2 _J6+42
4

——— =C0Ss15°=c0s(45°-30°) . Aleshores, AJ = (2\/5 —1)R .

Al
Siga FT =s el radi de la circumferéncia de centre F.

A
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle ADJ és:

S=E+D_J—A_J =[2+3J§—2J§—JE)R
2 2 '




