Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a 'ESO 182

1811.- Siga ABCDEFA'B’'C’'D’E'F’ el prisma hexagonal regular que té
totes les arestes iguals a AB=a.

a) Calculeu la mesura de les diagonals AC', AD'.
b) L'area de la seccio del prisma que passa pels punts A, B, D'.
c) El perimetre de la seccio del prisma que passa pels punts A, B, D'.

Solucié:

a)

AD =2a.
OABC =120°.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC .

el 2 2 2 2
AC =a“+a“-2a°cosl20 =3a“.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

C
A(.A‘,C‘:
AC” =a? +3a? = 4a>.
AC' = 2a.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADD':

AD” =a? +(2a)? =5a”.

AD'=ay5.

b)

Notem que la seccio passa pels punts migs P, Q de les arestes
FF', CC', respectivament.

La secci6 és I'hexagon ABQD’E'P.

PQ =FC =2a.

AE' =BD'=AC'=2a.

L’area de I'hnexagon ABQD’E’P és igual al doble de I'area del trapezi ABQP:

SasqoeP = Z(AB—;PQ%J = Z(a +22a aj =3a’.

c)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AFP:
2
AP: =a’+|ta| =2a2. AP =£a.
2 4 2
El perimetre de I'hnexagon ABQD’E'P és:
Prsooer = 2AB +4AP = (2 +2(5]a.



Ricard Peird i Estruch
1912.- Siga ABCDEFA'B’'C’'D’E’'F’ el prisma hexagonal regular que té
totes les arestes iguals a AB=a.

a) L'area de la secci6 del prisma que passa pels punts A, C, E'.
b) El perimetre de la secci6 del prisma que passa pels punts A, C, E'.

Silucio:
Siguen P i Q de les arestesCC', FF', respectivament, els punts que formen la seccio
del prisma formada pel planol A, C, E’

Siga M el punt mig del segment AC.

Siga N la intersecci6 dels segments ME', P_Q

AE' =CE', aleshores, ME' és perpendicular a AC.
Aleshores, AQ i CP so6n perpendiculars a AC.
Siga E =X.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC .
AC” =a? +a? -2a?c0s120 = 3a2.
AC=PQ=a+3.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectagnle AMB :

BM = %a. Aleshores, ME :%a.

J13

A -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BEE': ME' = Ta.

A A
Els triangles rectangles BEE', AFQ so6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

ézgi,xzzﬁazﬁa_
E 3, 32 3
2
NE =ME _x=¥13,_ V13 __+13
2 3 6
a)

L'area de la seccié ACPE’Q és igual a I'area del rectangle ACPQ més l'area del

A
triangle PQE":

12

13 %ax/g—\/é_gaz‘r’@ 2

Sacreq = ACTCHPQINE = a3 B 2+
b)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BEE':

5] (]2

6 3

El perimetre de la secci6é ACPE'Q és:

2\/Ea+2\/ﬁa:3\/§+2\/ﬁ+2\/ﬁa
3 3 '

3

Pacreg = AC 32x +2NE' = av/3 + +
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1813.- La seguent figura esta formada per cinc poligons: dos triangles, un
hexagon regular i dos enneagons regulars, disposats de manera que certs
poligons comparteixen costat.

Demostreu que els dos triangles son isosceles.
Crux Mathematicorum CC198.

Solucio:
Els costats dels enneagons i I’hexagon son iguals.
AB =BC =CD.

A
Aleshores, el triangle ABC és isosceles.
L'angle interior de I'enneagon regular mesura:

360°

UABK = CBK =180°- =140°.

L’angle interior de I'hexagon regular mesura:
360°

ODCL = 1800_T =120°.

UOABC =360°-20ABK =80°.

180°-0ABC _

UBAC = [JACB = 50°.

A
El triangle BCD és isosceles.
OBCD = 360°—-(0ABK + ODCL) =100°.

180°-UBCD _

UCBD =0UBDC = 40°.

Aleshores, AC i BD son perpendiculars.
Siga P la interseccié de AC i BD.

A A
Els triangles rectangles APB, CPB soén iguals, aleshores, els triangles rectangles
A A
APD, CPD sbn iguals.

A
Aleshores, el triangle ACD és isosceles.

A A
Notem que els triangles ABC, ADC sén iguals.
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1814.- Disposem de 9 taulells quadrats de costats 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14, 15 18 unitats.

Els taulells els juxtaposem per formar la superficie d’un rectangle.

Determineu les longituds dels costats del rectangle i com és disposen els taulell per
formar el rectangle.

Crux Mathematicorum CC196

Solucio:

L’area del rectangle és igual a la suma de les arees dels quadrats.
1°+4%+7%+8%+9% +10% +14% +15° +18° =1056 .

Factoritzem:

1056 =2° [B11.

El costat menor del rectangle ha de ser major que 18.

Les Uniques possibilitats sén:

32x33, 24%x44,

Amb la segona possibilitat, en posar el quadrat de costat 18 queda 6 per introduir un
altre del quadrat la qual cosa no pot ser.

Aleshores, I'inica solucié possible és 32 x33.
Posarem els 9 taulells de la seglent forma:

152

182

72 g2
42

142

102 o
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1815.- Determineu la distancia entre els dos punts d’'interseccié de dues
circumferéncies de radis 1 i 2, respectivament, que és tallen de forma que la més gran
passa pel centre de la més menuda.

Crux Mathematicorum CC203

Soluci6 1:
Siguen O,, O, els centres de les circumferéncies de radiol, 2, respectivament.

Siguen A, B les interseccions de les dues circumferencies.
Siga H la projeccio de A sobre @ .

AB =2[AH. A
0,0,=2,0,A=1,0,B=2.

A
L'area del triangle O,AO, és:

_2[AH 50003 a D2
00, =5 = 2 . o1
AB=2AH=Y15

2 B
Solucio 2:

Siguen O,, O, els centres de les circumferéncia de radis 1, 2, respectivament.
Siguen A, B les interseccions de les dues circumferencies.

Siga H la projecci6 de A sobre @

Siga AH=BH=x. A
Siga O_lH =y.

Siga PKQ la recta que passa pels centres de les P
circumferéncies.

ﬁ:1+y.ﬁ:1—y. B
% =4-y.
Aplicant la potencia de H sobre la circumferéncia de centre O, .

AHI[BH =PHIHK

x? = (1+y)d-y).

Aplicant la potencia de H sobre la circumferéncia de centre O, :
AH (BH = O HHO .

x> =y(4-y).

x* = (1+y)L-y)
x* =y(4-y)

Considerem el sistema { . Resolent el sistema:

X=— \/E

4 . Aleshores, E=ZD<=T .
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1816.- En el paral-lelogram ABCD, siga X el punt del costat AB tal que XB és dues
vegades més llarg que AX. Siga Y el punt intersecci6 de XC i BD. Determineu la

A
proporcié entre dels arees del triangle CDY i del paral-lelogram ABCD.
Crux Mathematicorum CC205

Solucio:

A
Siga P l'area del triangle XBY .

A A D C
Els triangles XBY, CDY sb6n semblants i la raé de

semblancga és:

(3/2)2P

3 _CD_CY

2 XB XY

Scov :(EJZ

SXBY 2

Aleshores, S.py :%P. A X B
A A

Els triangles XBY, CBY tenen la mateixa altura sobre la base CX, les arees dels dos
triangles sén proporcionals a les bases:

Scay _CY _3
SXBY W 2 .
3
Aleshores, Scgy :EP'
9, .3 15
Scos =Scpy *Scgy =——P+=P=—"P.
CcDB CDY CBY 4 2 4

15
Sasco =28cps :?P .

A
La proporcio entre les arees del triangle CDY i el paral-lelogram ABCD és:
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1817.- Una escala de 10 metres esta recolzada sobre un mur vertical.

Si el punt mig de I'escala és dues vegades més llarg del terra que del mur, a quina
altura esta recolzada I'escala sobre el mur.
Crux Mathematicorum CC204.

Solucio:
Siga AB =10 l'escala.

Siga L el punt mig de I'escala. B
Siga K la projecci6 de L sobre el mur OB.
Siga M la projeccié de L sobre OA .
LM =2I[KL.
P A
KL és la paral-lela mitjana del triangle rectangle AOB.
BK = OK =LM. K L
A A
Els triangles rectangles BKL, LMA soén iguals.
KL =MA.
Aleshores: OB = 2[DA .
Siga OB =h altura de I'escala.
O M

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOB:
2
102 =h? +(gj . Resolent I'equacio:

h=4.5=894m.



1818.- En la figura hi ha tres quadrats de centres A, B, C.

El punt O és el vértex de dos quadrats.

Proveu que OB, AC son iguals i perpendiculars.
Olympiad Maclaurin 2016.

Solucio:

Siguen a, b, c les mesures dels costats dels quadrats de centres A,

B, C, respectivament.

Notem que a+b =c.

Siga K la projecci6 de B sobre la recta OP.
Siga la recta paral-lela a BK que passa per C.
Siga la recta paral-lela a OK que passa per A.
Les dues rectes anterior s’intersecten en L.

K:Eb, BK=a+1h.
2 2

_Lzlc—lazlb, H:lc+la:a+1b_
2 2 2 2 2 2
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A A
Aleshores, els triangles rectangles OKB, CLA son iguals, i tenen els catets

corresponents perpendiculars,aleshores:
OB =AC,iamésamés, OB OAC.




1819.- Donat el quadrat ABCD s’ha dibuixat el rombe CDEF.

Determineu la mesura de I'angle a = OBFD .
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(o8]

Solucio 1:

F, B pertanyen a la circumferencia de centre C que passa per D.

F és un angle inscrit i abraga un arc central JACD =90°.

90° A

Aleshores, OBFD = =45°,

Soluci6 2:
Siga 3 = ODCF.

A
El triangle BCF és isOsceles, aleshores:

UFBC =UBFC = 450—2.

UDBF =0DBC -UFBC = 45°—(45°—%} =% . A

A
El triangle DCF és isosceles, aleshores:

o_
180°-0DCF _ o B

2

UCDF =

UBDF =[OBDC + UCDF = 45°+(90°—%J = 1350—%.

B

o = [OBFD =180°-(LDBF + IBDF) = 1800—(% +135°—§j =450,
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A X
1820.- En el dibuix, ABC és un triangle equilater i AWXB i AYZC dos
quadrats. .
Y
L . B
Proveu que AXZ és equilater.
C A

Solucio:
El gir de centre A i 60° transforma el quadrat AWXB en el quadrat AYZC.
Aleshores, aquest gir transforma la diagonal AX enla diagonal AZ.

Per tant, AX = AZ i OXAZ =60°.

A
Aleshores, AXZ és un triangle equilater.



