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181.- Siga la circumferéncia de centre O i diametre AB.
Siga la corda CD perpendicular al diametre anterior. Siga M el punt mig de OC iN el

punt mig de BC. Siga P la intersecci6 de les rectes AM i DN.
Proveu que BAPD =BABD .
202 Competicié Cabri Argentina. Nivell menor. Problema 4. C

Solucié:
Siga a =bBOC.
Vegem que P pertany a la circumferencia de diametre

AB.
A

D D
Vegem que els triangles AOM, DBN sén semblants: o
OM_1 BN_1

OA 2 BD 2
PAOM =180°-a .

DABN = %(DAOC) = 90°- % . Aleshores,

DDBN = 2DABN =180°-a .

D D
Per tant, els triangles AOM, DBN s6n semblants son semblants.
Aleshores, PMAB =BPNDB . Aleshores els dos angles abracen el mateix arc per tant
les rectes AM, DN s’intersecten en la circumferencia.
Aleshores, P pertany a la circumferéncia, per tant, DPAPD = BDABD ja que soOn inscrits
en la circumferéncia i abracen el mateix arc AD.
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182.- Siga el quadrilater ABCD convex tal que AD =BC =15, AB =25 i

DADB =BDACB =90°. Calculeu la mesura del segment CD.
202 Competicié Cabri Argentina. Nivell menor. Problema 1.

Solucié:
Com que BDADB =DACB =90° aleshores, C i D pertanyen a la circumferéncia de
diametre AB . Siga O el punt mig (centre de la circumferéncia).

Com que el quadrilater ABCD és convex C i D pertanyen al mateix semiplanol que
determina la recta AB.

—_— D C
Com que AD =BC.
El quadrilater és un trapezi isosceles.
OA=1AB =2
2 2
Siga H la projeccié de D sobre el segment AB A H O

Siga x =OH, h=DH.
Notem que CD = 2x.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DHO :

.2
h2 = 3?2.5_9 - %2 (1)
e2g
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DHO :
@5 5
h? =152 - &2 2 )
e2 g
Igualant les expressions (1) (2):
2 .2
@S0 2 _q52. Qﬂi-s— x2 . Resolent lequacio:
e2g e2 g
7
X=—.

Aleshores, CD =2x = 7.
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183.- En un rectangle de 30 per 10 centimetres es A

marca el punt mig B del costat superior i els punts
A, C que divideixen en tres segments iguals el
costat inferior. Calculeu 'area de la zona
ombrejada.

IES Miguel Hernandez, Alacant, 2009.

B C
Solucié: P, a
Siga el rectangle PQRS.
PQ=SR =30, PS=QR =10.
PA =15, BC =10. v
BC S _10%0
Sec = = =50.
ABC 2 2 o . n -
Siga M la intersecci6 dels segments PC, AB.
_ D D ] ) ) ., PA 3
Els triangles APM, CBM soOn semblants i la raé de semblanca és = = >

Aplicant el teorema de Tales al dos triangles % = g

D D P
Els triangles ABC, AMC tenen la mateixa altura sobre el costat AB, les arees son
proporcionals a les bases:
Swec 2B _AUYBM _, BN, 2 5
Samc  AM AM AM 3 3

Aleshores, S = %SABC = g x50 = 30cm?.
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184.- Determineu el valor d >0 tal que I'area del quadrilater de vertexs A(0,2), B(4,6),
C(75), D(d,0) és 24.
Crux Mathematicorum M432.

Solucié
Siga M la projecci6 de B sobre I'eix d'abscisses.
Siga N la projeccio de C sobre I'eix d’abscisses.

Suposemque OEd£7.
L’area del quadrilater ABCD és igual I'area dels trapezis AOMB i BMNC menys l'area

D D
dels triangles OAD i CDN. Ay

6+2 o B
Sroms = > 4=16.

6+5 33
S 3=="=

BMNC > 5
2d
Somn = > =d
_5(7-d)

Scon = >
Per hipotesi S ,zcp = 24.
SABCD =SAOMB +SBMNC - SOAD - SCDN'
16+§2?i-d-.5.(.7.'.92:24_ .
Simplificant; -
3d =18.

Aleshores, d=6.

Suposem que d >7.
L’area del quadrilater ABCD és igual a I'area dels trapezis AOMB i BMNC més l'area

D D
del triangle CDN menys l'area del triangle OAD .

En aquest cas S, = -z—zq =d. Scpy = 5(d2' 0.
SABCD :SAOMB +SBMNC +SCDN - SOAD'
16+§2?i+5(d' 1) _d=24.

Aleshores d =-2 que és absurdajaque d>7.
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185.- ABCD és un quadrat de costat 1. Una semicircumferéncia de A

diametre AD esta continguda en el quadrat.
Siga E un punt del costat AB tal que el segment CE és tangent

D
a la semicircumferencia. Calculeu 'area del triangle CBE.

B

Soluci6 1:
Siga P el punt mig del costat AB . Siga Q el punt de tangencia del segment CE és
tangent a la semicircumferéncia. A P
Siga a =bDCP.
e ]
PD=PQ==. E

Q 2

D D
Els triangles rectangles CPD, CPQ son iguals.

El punt A és el punt de tangéncia del segment BA i la
semicircumferéncia.

Aleshores, AE = EQ. B
PAPQ =2a . PAPE =a .

D D
Aleshores, els triangles CPD, PAE s6n semblants i la raé de semblanca és 2:1

Aleshores, AE = % . Per tant, BE =%.

Aleshores, Sy =

ol w

Soluci6 2:

Siga P el punt mig del costat AB . Siga Q el punt de tangéncia del segment CE és
tangent a la semicircumferencia.

Siga a =bDCP.
D D

Els triangles rectangles CPD, CPQ soén iguals.
oL

tga = l. Aleshores, tg2a = 2tga; = 2 - f.

2 1-tg°a do 3
- Q.E_

elg

BBCE =90°- 2a .

BC _ig2a =2 Aleshores, BE =2

BE 3 4

Aleshores, S = B 2>BE :%
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186.- Una circumferéncia té un triangle isosceles inscrit que els
costats iguals mesuren 10cm i els angles iguals sén de 30°.

La circumferéncia té una altra circumferéncia tangent interior i tangent
al triangle en el punt mig del costat desigual.

Calculeu el radi de la circumferencia tangent interior.

Solucio:

D R P
Siga el triangle isosceles ABC, AC=BC =10, A=B =30°.
Siga D el punt mig del costat AB .
b= %E =5,
Siga E el punt de tangéncia de les dues circumferencies.
Siga 2r =DE diametre de la circumferéncia tangent interior.

Per ser A, B angles interiors, i ser A=B =30°, els arcs AC,

BC abracen la sisena part de la circumferencia aleshores,
AC =BC =10 és el radi de la circumferéncia circum scrita al

triangle.
CE=20.
DE=CE-CD =20-5=15.
2r =15.
=E=7.5cm.
2

Generalitzacio:

Una circumferéncia té un triangle isosceles inscrit que els costats iguals mesuren b i
els angles iguals sén a .

La circumferéncia té una altra circumferéncia tangent interior i tangent al triangle en el
punt mig del costat desigual.

Calculeu el radi de la circumferencia tangent interior.

Solucio:

D R P
Siga el triangle isdsceles ABC, AC=BC =b, A=B=a.
Siga D el punt mig del costat AB .
Siga E el punt de tangéncia de les dues circumferencies.

Siga 2r =DE diametre de la circumferéncia tangent interior.
Aplicant la potencia del punt D respecte de la circumferéncia tangent exterior:

AD >BD = CD >DE (1)

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle ADC.
AD =BD =hbxcos a (2)
CD =bsina 3)

Substituint les expressions (2) (3) en I'expressi6 (1):

b? cos? a =b xsina X2r . Resolent I'equacio en la incognita r:
_bcos?a
2 sina
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187.- Un quadrat té els vertexs d’'un costat estan en una
circumferéncia de radi R i el costat oposat és tangent a la
circumferéncia. Determineu el costat del costat.

Gusiev 179.

Soluci6 1:

Ricard Peiré i Estruch

Siga el quadrat ABCD tal que C, D pertanyen a la circumferéncia i el costat AB =¢ és

tangent a la circumferencia.
Siga M el punt mig del costat CD

Notem que el punt N de tangéncia és el punt mig del costat AB .

Aplicant la poténcia de M respecte de la circumferéncia:
CM>DM = PM \M .
.2
O - (2R-c)c.
ey

Resolent I'equacié: ¢ = gR .

Solucio 2:
Siga O el centre de la circumferéncia

Siga M el punt mig del costat CD .
m=%, CO=R,OM=c- R.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OCM:
2
&2 +(c-R?=R".
e2g

Resolent I'equacio: ¢ = %R :

=

=
(]

TSR RRE S
iZn
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188.- La perpendicular tracada per un vértex a la diagonal d’un paral-lelogram divideix
la diagonal en dos segments de 6 i 15 cm Determineu els costats i les diagonals del
paral-lelogram si la diferencia entre dos costats és 7.

Gusiev 63.

Solucio:

A H B

Siga el paral-lelogram ABCD tal que a=AB, b=BC, a- b =7.
Siga el punt E de la diagonal AC tal que DE =h és perpendicular a la diagonal i
AE =6, CE =15.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AED
b? =h? +62 Q)

D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CED
(b+7)? =h? +152 (2)
Resolent el sistema format per les expressions (1) (2):
DE=8, b=10.
Aleshores, a=17.
AC=6+15=21
Spscp =258 = 2@ =168
Siga DH altura del paral-lelogram ABCD.
S ,scp =aDH=168.
17 DH = 168.
DH = 168 .

17

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHD :

2
— 680 26
H=[10° - &% ==—.
17 g 17

e
HB=AB- AQ=17- 206263
17 17

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHD :

.2 .2
BD:\/8Q639 + 2080 _ 337
el7 g é17 g
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189.- Demostreu que si per a un trapezi existeix les circumferéncies circumscrita i
inscrita, I'altura és mitjana geométrica de les bases del trapezi.
Gusiev 176.

Solucio: O C
Siga ABCD el trapezi de bases a=AB, b=CD.

Siga h =DH altura del trapezi. M
Si un trapezi té una circumferencia circumscrita el trapezi és @
isosceles.

Si un trapezi té una circumferencia inscrita, I'altura és igual a seu h
diametre. A H
Siguen M, N, P, Q, els punts de tangéncia de la circumferéncia

inscrita i el trapezi.

M=A_Q=m=ﬁ|=%.
— — — — p
CN=CP=DP=DQ=—.
2
A =20
2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHD :
_a@+by aa-by

h? s :
eZﬂnga

=ab.
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190.- Les bases d’un trapezi isosceles s6n 211 9, l'altura és 8.
Calculeu el radi de la circumferencia circumscrita al trapezi.
Gusiev 177.

Solucio:
Siga el trapezi ABCD de bases AB =21, CD =9 ialtura DH=8.
M=AB'2CD =21- 9

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

=6, BH=21- 6 =15. D

D
rectangle AHD :
AD =+/8% +6° =10.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

D
rectangle BHD: A, H
BD =+/15° +8% =17.
; S
L'area del triangle ABD és S, = ABZ)DH = AB xig XAD ,on R és el radi de la

circumferéncia circumscrita al triangle ABD, és a dir, la circumferéncia circumscrita al
trapezi.
218 _ 214107
2 4R
Resolent 'equacio:
=8
.




