Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a I'ESO 193

1921.- La longitud d'un costat d’'un paral-lelogram ABCD és dues vegades la longitud
de l'altre costat.

Determineu la relacié de la zona del paral-lelogram formada per les bisectrius interiors
del paral-lelogram ABCD.

Solucio:

Siga ABCD el paral-lelogram ABCD tal que AB =2[AD.

Notem que les bisectrius dels angles A i B tallen el costat CD enel punt mig M.
Les bisectrius dels angles C i D tallen el costat AB en el D M

punt mig K.
La intersecci6 de les bisectrius forma el rectangle KLMN.
AKMD és un rombe.

1

Snkm = ZSAKMD .

Aleshores, Sy =%SABCD. A
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1922.- Un cub esta inscrit en un con circular dret.

Una cara del cub esta en la base del con i els restants quatre vertexs pertanyen a la
superficie lateral del con.
V3

Calculeu 'area del cub si el radi de la base és > i la generatriu és tres vegades més

gran que el radi.
KéMaL, C1398.

Solucio:

Siga O el centre de la base del con.

Siga ABCDA'B'C’D’ el cub inscrit en el con.
Siga AB =a l'aresta del cub.

La diagonal AC passa pel centre O.

La recta AC talla la base del conen P i Q.
PQ=43.

Siga S el vertex del con.

La generatriu del con PS=3[0P = g\/g

Siga OP =h laltura del con.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle POS:
3 2 1 2
h=[3v3] -[1J3] =16.
2 2
— 1
OA = Ea\/E .

——_1 1
PA=—4J3-—-av2.
2\/_ 2 V2

A A
Els triangles POS, PAA' son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

a  _ s
1 1 15
—3-—av2 —+3
2\/_ 2 V2 2\/_
Resolent I'equacio:

a= .
3

L'area del cub és:
S.. =6a’=4.

cub
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1923.- Un tetraedre regular té inscrit un prisma triangular
regular amb totes les arestes iguals.

Calculeu la proporcié entre el volum del prisma i el volum del
tetraedre.

solucio:
Siga ABCD el tetraedre regular d’aresta AB = a.

A
Siga O el centree de la cara ABC.
Siga PQRP’'Q’'R’ el prisma inscrit en el tetraedre.

Siga PQ = x mesura de totes les arestes del prisma.

A=-"a. F

OP=""x

«|% @&

P'Q'R'D és un tetraedre regular. A

Aleshores, PD=x.
AP'=a-x.

3

ﬁ:a-@:g(a-x).

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APP':
\/g 2
(a-x)? =x? +[—(a—x)J :
3
Resolent I'equacio:

X = (\/E - Z)a.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOD:

NG

OD=""a.
3

El volum del prima PQRP'Q'R’ és:

V3 J3
Virisma :TXZ [x :TXS :

El volum del tetraedre regular és:

V. = lﬁ a2 ﬁa = Qas
Tetraedre 3 4 3 12 '
La proporci6 entre el volum del prisma i del tetraedre és:
3.3

V.. —X
prisma_ _ 4 — 3\/5 (\/E - 2)3 =162 - 66\/6 = (0.3337.
VTetraedre Q a3 2




1924.- En el dibuix, PQRS és un quadrat de costat 1.

A
El triangle PQT és equilater.

J3-1

A
Demostreu que l'area del triangle UQR és R

Crux Mathematicorum CC242.

Solucio:

Siga K la projeccié de U sobre el costat QR.
Siga RK = X.

OURQ =45°, JUQR =30°.

UK =RK =x

QU = 2K =2x.

& =1-X.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QKU :

(2x)? = x? +(1-x). Resolent 'equacio:

2

X

A
L'area del triangle UQR gg:

1 J3-1
Sion = =1k =2""=,
UQR o 4
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1925.- Darrerament els mosaics, tenen fascinats els matematics i la societat.

Particularment utils son els enrajolats del planol amb una sola rajola. En alguns casos,
els poligons regulars (triangles equilaters, quadrats, hexagons regulars) ho fan
possible. Per contra, és impossible per a cobrir el planol amb pentagons
regulars.

Se sap que alguns pentagons no regulars poden cobrir el
planol.

En Agost de 2015, Casey Mann, Jennifer McLoud y David 1
Von Derau, de la Universitat de Washington Bothell.van
donar la benvinguda al mén el descobriment d'un nou

paviment pentagonal, el que s'il-lustra a continuacio. 1
Utilitzeu les longituds i angles donats a fi de calcular

I'area de la rajola.

Crux Mathematicorum CC241

"a’%‘i‘i’f‘\ﬁ

SIS
VYN

@hﬂhﬁﬂt&‘-

Solucio 1:
Siga ABCDE el pentagon AB=AE =CD =1, BC=2, A =90°, B=150°, C =60°.
Siga P el punt mig del costat BC.

D
El triangle CISP és equilater.

Aleshores, DP =1.

La recta DP talla la recta AB en el punt K.
OCBK =30°, OBPK =60°. P
Aleshores, DP és perpendicular a AB.

>

Aleshores, PK = EB_P = 1. K
2 2

Aleshores, DK =DP +PK = % .

Siga L la projeccid de C sobre la recta AB. Aleshores, CL =1, BL=+3.

CE és paral-lel a AB. CE =AB+BL =1++3.
L’area del pentagon ABCDE és:

1—2 1— — 1 1(1 ﬁ)3 5+343

Sascoe = Sase t Speoe :EAB +ECE (DK =E+E

2 4
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Solucio 2:

Siga ABCDE el pentagon AB=AE =CD =1, BC=2, A =90°, B=150°, C =60°.
CD=1, BC=2, C=60°, aleshores, 0BDC =90°. [DBC =30°, BD =+/3 .

A P
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABE BE = V2.
OABE = 45°.
Aleshores, [IDBE =150°—(45°+30°) = 75°.
L'area del pentagon ABCDE és:
S pae :%ﬁ@ :%\/E\/§sin750:1\/€*/gJ’*/E _3 +4*/§ .

1 3+f 1 5+3\/_
SABCDE = SABE +SEBD +SBCD == \/_

2 4
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1926.- Una piramide esta situada en un terreny horitzontal.

La seua base és un triangle equilater de costat a, les altres tres arestes son de
longitud b i el seu volum és V.

Demostreu que V = %az V3b? -a? .

La piramide és desplagada de manera que una de les cares no equilatera és
horitzontal.

Determineu l'altura de la piramide sobre aquesta cara..

Crux Mathematicorum CC245.

Solucié:

A P
Siga ABCD la piramide de base el triangle equilater ABC AB =a.
Siga AD =BD =CD =b les arestes laterals.
Siga O el centre de la base. OD és laltura de la piramide.

/3

=—a.
3

2
>

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOD:

2 = 5

= b2 - ﬁ :M
3 B
El volum de la piramide ABCD és:

1 \/Bb -a’ 1 2\/%27

VZESABC @D 3 =-—

B3 12

A
Siga BCD la nova base de la piramide ABCD.

S|
O

Siga AP l'altura sobre aquesta base.
Siga M el punt mig de l'aresta BC .

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMD':

D = bz_(zajz _4b® -a®

El volum de tetraedre ABCD és:
v_%sABD Dﬁ-——a\sz DAP_—a 4b? -
Igualant els volums

—a 2\3b% - a 4b? —a? [AP. Aleshores laltura és:
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1927.- Determineu la latitud del paral-lel que divideix I'hemisferi nord de la Terra en
dues zones d’igual area. Es suposa la Terra esferica.

Solucio:
Siga O el centre de la Terra. Siga N el pol Nord. Siga R el radi de la Terra.
El planol del paral-lel que cerquem talla I'eix de I'esfera en el punt Q.

Siga h= PN altura del casquet.
Siga a = [JQOK latitud del paral-lel.
OPQO =0QOK =a .

L’area del casquet és:

S = 21Rh.

L'area de la zona compresa entre I'Equador i el paral-lel
és igual a I'area de mitja esfera menys I'area del casquet:

S =%4T1R2 -2mRh =21R(R -h).

casquet

zona

Les dues arees han de ser iguals, aleshores:
21Rh =2nR(R - h).

Aleshores, h = %R.

A

Aleshores, a =30°.
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1928.- Determineu la latitud del paral-lel que divideix I'hemisferi nord de la Terra en
dues zones d’igual volum. Es suposa la Terra esferica.

Solucio:
Siga O el centre de la Terra. Siga N el pol Nord. Siga R el radi de la Terra.
El planol del paral-lel que cerquem talla I'eix de I'esfera en el punt Q.

Siga h = PN altura del casquet.
Siga a = [0QOK latitud del paral-lel.
OPQO =0QOK =a .

El volum del casquet és:

Vcasquet = T[hZ(R _gj
El volum de la zona compresa entre 'Equador i el paral-lel
és igual al volum de mitja esfera menys el volum del
casquet:

v, =t4ps _gy(g-N
23 3).

zona

Els dos volums han de ser iguals, aleshores:
m?(R-1]=2mre —m2(R-D] 2n2(r-N)=2Rs
3 3 3). 3 3 .

3 2
2h3—6Rh2+3R3=0.2D —6D +3=0.
R R

Resolent I'equaci6 de tercer grau:

N=diD] i
arS+huZ+ox+d

2uT— BrZ+ O
+ ]
2

=diD] i v =diD] i VA
axF+bxe+cx+d=0 axF+bxe+cx+d=0
Xi1—= Xa=

2. 879385242 0. 6527036447

=diD] i A
axF+bxe+cx+d=0
X3=

-0. 5320888862
Aleshores,

h = 0.6527036447R
OP =R-h=0.3472963553R "’

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle OPQ:

sina = % = 0.3472963553.

Arcsen (0. 3472963t

20°19'19. 33" Aleshores la latitud és o = 20°19'19.33".
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1929.- En la figura, hi ha dues circumferencies
concentriques i una corda de la circumferéncia gran
@ = 28, tangent a la circumferéncia interior.
Calculeu I'area de la corona circular ombrejada.

PQ=28

Solucio:
Siga M el punt mig de la corda P_Q

= Q

QM =14, OOMQ =90°.

La recta OM talla la circumferéncia en els punts A, B.

Siga OQ =R, OM = radis de les dues

circumferéncies. A . 5
!/ |

Aplicant la poténcia del punt M respecte de la
circumferéncia:

PM QM = AM [BM.

14114 =R +r)(R-r).

14% =R? —r?

L'area de la corona circular és:

S= )'[(R2 - rz).

Aleshores, I'area de la corona és:

S=196m.

Problema 708, resolt amb el teorema de Pitagores.
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A -
1930.- Hi havia una vegada un triangle ABC les mitjanes BM i CN del qual eren
perpendiculars.

Cadascun dels tres costats eren també costat d'un quadrat exterior al triangle. Aquests
guadrats estaven acolorits respectivament, de blau, rosa i groc, depenent de si la seua

base era BC, CA 0o AB. Quants quadrats blaus calen per obtenir una superficie igual
a la dels quadrats rosa i groc junts?.

Soluci6 de Ricard Peir6 i Estruch:
Siga G el baricentre del triangle.

A
Les mesures de les mitjanes del triangle ABC son:

WZ — 2a% +2c? -b? ’ mZ — 2a® +2b% -c? .
4 4 C
Aplicant la propietat del baricentre:
2

BG" =[2] gw* =227+ 270" G

3 9 A :

2 N B
. _ 2 2 _ A2
GN=[1]|oN' =22t o
3 36

A
Per hipotesi el triangle BGN és rectangle.
Aplicant el teorema de Pitagores:

1 2 —2 —2
(Ej c?2=BG +GN:

1.2 2a® +2c? -p? N 2a® +2b% -c?
4 9 36

5a% =b? +c?.

Aleshores, 5 quadrats blaus és igual a la suma dels quadrats rosa i groc.

. Simplificant:



