Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a ’ESO 204

2031.- En la figura, s’ha col-locat cinc triangles

equilaters de costat 2./3.

Si el punt mig de la base és vértex del triangle
seguent, calculeu I'area de la regié Roberta pels
cinc triangles.

Solucio:

INONINON/N
/N NN/

Podem dividir la figura amb 16 triangles equilaters de costat J3.
L’area que cerquem és:

SzlG-@(\/g)z ~1243.
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2032.-En la figura, els quadrats sén iguals de costa 10.

El centre del costat superior és un vertex del quadrat inferior. Dos
veértexs del quadrat superior pertanyen al quadrat inferior.
Calculeu l'area i el perimetre del poligon exterior que formen els
dos quadrats.

Solucio:
Siga ABCDEFG el poligon exterior que formen els quadrats ABCG i ODEF.
L’area del poligon és igual a I'area de dos quadrats de costat 10 menys 'area del

triangle O(AZG I'area del qual és la quarta part del quadrat de costat £

10.

S pcpere = 2102 —%-102 =175 Q
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles

0CG : S

ocC = % 10=542.

CD=10-0C =10-5+2 .

El perimetre del poligon és:

Pascoers =5+ AB+2-CD =5-10+2(10~5¢2)=70 102 .
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2033.- En una circumferéncia s’ha inscrit un trapezi isdsceles de costats iguals b i
diagonal atalque a=b+4.

En el costat superior paral-lel del trapezi hi ha una
circumferéncia de diametre 1 tangent a la circumferéncia
inicial i al costat del trapezi.

En el costat inferior paral-lel del trapezi hi ha una
circumferéncia de diametre x tangent a la

circumferéncia inicial i al trapezi.

Calculeu el valor de x.

1

a=b+4

Solucio:
D C
N
Al M’ B'
(@)
A M H/]B
P
D' \/C

Siga O el centre de la circumferenciair el seu radi.
Siga ABCD el trapezi isdsceles AD=BC =b, AC=BD=b+4.
Siguen M el punt mig de la base AB.

Siga N el punt mig de la base CD .
Aplicant la poténcia de M respecte de la circumferéncia de centre O.

2
X(2R - x) = (ﬁj (1)
2
Aplicant la poténcia de N respecto de la circumferéncia de centre O.
cD )’
1(2R - 1) = 7 .

Siga el trapezi A’'B’'C’'D’ simétric del trapezi ABCD respecte del centre O de la
circumferéncia.

Siga M’ el punt mig del costat AB'.

MM’ = 2R — 2x
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AMM'
—\2
R? = (2R —2x)? + [%J (2)

Substituint 'expressié (1) en I'expressio (2):
R? = (2R-2X)? + X(2R - X).
Simplificant:
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3x%? —6xR+3R? =0.

2
3 X -6 X + 3 =0. Resolent 'equacio6:
R R

—=1.
R

Aleshores AB és un diametre.

A
Siga el triangle rectangle ABC.
Siga CH =R -1 la altura.

A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC::
b? + (b+4)? = (2R)?. Simplificant:
b? +4b=2R* -8 (3)

A A
Els triangles ABC, ABC sb6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

b+4 R-1
2R b
b? +4b=R? -2R 4)

Substituint I'expressié (3) en I'expressié (4):

2R? -8 =2R? - 2R.

Resolent 'equacio:

Xx=R=4 (5)

Solucié grafica:
X=R=4

b=-2+2J7
a=2+2\/7

O
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2034.- En els quadrats de costat 1 de la figura, s’han inscrit sobre la diagonal rombes

formats per dos triangles equilaters.
Calculeu els costats de la successio de rombes.

P alPalrd

Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat 1.
Siga O el centre del quadrat.

O= g , la meitat de la diagonal del quadrat.

>

R A
Siga AP =c, costat del triangle equilater APQ .

AO = gcl altura del triangle equilater.
J2 3 N
— =—2=C,. Resolent I'equacio:
2 2
J6
C,=—-.

Els rombes de la segona figura tenen el costat igual a la meitat del

costat del primer rombe:
_1J6

C, = .
223

Els rombes de la tercera figura tenen el costat igual a la meitat del

costat del primer rombe:
1.6

Cy=——.
33

La successio dels costats dels rombes el seu terme general és:

16

"h 3’

La successio de la suma de les arees dels rombes de cadascun dels quadrats és:

S

n

V3, 2 _V31
4

TS T
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2035.- Les distancies d'un punt interior d'un hexagon regular a tres vertexs consecutius

sbn 4, 4 i 8. Calculeu la mesura dels costats de I'hexagon.
KoMal, K586.

Solucio:

Siga ABCDEF I'hexagon regular de costat AB=c icentre O.
Siga P interior a 'nexagon regular tal que AP=BP =4, CP =8.
P pertany a la mediatriu del costat AB.

Siga M el punt mig del costat AB.
Els punts M, P, O estan alineats.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMO :

ov— 3¢
2
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
A

AMP
. _ 2
PM — 64 -c

2
- o _ 2
OP = OM - PM =§c— 642 ¢

OC és perpendicular a la recta OM. OC = AB=c.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle POC :

82 =¢? J{ﬁc —“6402}2.
2 2
2, 3c? +64—c? —2c4/192 — 3¢?
4
3c? —96 = c1/192 —3c? . Elevant al quadrat:
c*—64c® +768 =0.

c=4+3,4.La segona solucio no és valida.

64 =c

. Simplificant:

W)
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A
2036.- El peu de l'altura tracada des del vertex C del triangle ABC és T i pertany al
costat AB. La bisectriu del vértex C talla el costat AB en el punt R.

R - _ A
Si AB=10, AT=3 i AR=4, calculeu els costats del triangle ABC.
KoMalL, C1469.

Solucié:
TR =1.
BR=6.
BT =7.

A
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle ABC:

4_8

1 A T R
i, (1)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ATC:
—-—2

CT =b?-3? 2
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BTC :
CT —a2-72 3)
Igualant les expressions (2) (3):
a’-b? =40 (4)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (4) :

4_8

b a . Resolent el sistema:

a? -b? =40

{a=6\/§
b=4v2
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2037.- Calculeu el radi de dues esferes iguals i tangents
que tenen els centres en dues cares adjacents d’'un cub
d’'aresta 1.

KéMaL, C1470.

Solucio:

Siguen P i Q els centres de les dues esferes tangents.

Sigar el seu radi.

P_Q =2r.

Siga M el punt mig de I'aresta comuna a les dues cares que
contenen els centres P i Q.

— 1
PM=QM=~.

M=7
ZAMQ = 90°.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PMQ :

1y (1)
(2r)? :[E] +[§) . Resolent I'equacio:

J2

r=—0.
4
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2038.- Demostreu que la suma de distancies d’'un punt interior als costats d’un poligon
equilater és constant.

Solucio:
Siga un poligon de n costats equilaters de costat c.
Siguen h; les distancies del punt P als costats del poligon.

h; son les altures dels n triangles que determinen el punt P i els vertexs consecutius

del poligon.

L’area del poligon regular és igual a I'area del n triangles anteriors:
1 1 1 c

S poligon =Ec-h1+zc-h2 +....+Ec-hn =§(h1+h2 +..+h,).

_ 2: Spoligon

=—

Aleshores, la suma de les distancies d’un punt interior P
als costats del poligon és constant.

h,+h, +....+h,
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2039.- Donada una circumferéncia, determineu la probabilitat d’escollir un punt
qualsevol interior a la circumferéncia i que aquest punt pertany a un triangle equilater
inscrit en la circumferéncia.

Solucio:

Si modelitzem el problema en un programa de geometria
dinamica observem que el lloc geometric dels costats
triangles equilaters és I'envolupant de la circumferéncia
inscrita al triangle qualsevol triangle equilater.

Siga R el radi de la circumferéncia inicial.

El radi de la circumferéncia inscrita a qualsevol triangle equilater és %

A fi que en un punt interior de la circumferéncia es puga dibuixar un triangle equilater
el punt ha de pertanyer a la corona circular que radis % i R.

Per dibuixar el triangle equilater donat el punt P de la corona efectuarem els seglents
passos:

Donada la circumferéncia de centre O, i el punt interior P.

a) Siga Q qualsevol punt de la circumferéncia def centre O.

b) Dibuixeu el punt mig del segment OP.

¢) Dibuixeu la circumferéncia de centre O que
passa per M (circumferéncia inscrita al triangle
equilater).
d) Dibuixar la recta tangent a la circumferencia
inscrita que passa per P (el problema té dues
possibles solucions).

e) La recta tangent talla la circumferéncia en els
punts A i B (vértexs dels triangle equilater).

f) Dibuixeu la circumferéncia de centre A que passa
per B que talla la circumferéncia inicial en el vertex C
del triangle equilater.

A
g) Dibuixeu el triangle equilater ABC.

La probabilitat que cerquem és:

2
n[Rz —(RJ J
Scoronacircular 2

P= = =
s

MW

2
circuminicial TER
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2040.- En un hexagon regular els 5 segments que uneixen un vertex amb els altres i
amb els punts migs dels costats que formen el vértex oposat divideixen 'hexagon
regular en 6 parts d’igual area.

Solucio:
Siga ABCDFEF un hexagon regular. E
Siga M el punt mig del costat AB.
Siga N el punt mig del costat BC.
Siga O el centre de 'hexagon regular.

. . . : F
Dos triangles que tenen la mateixa base i la mateixa altura,
tenen la mateixa area.
Aleshores, S, e =S\ge = Sgne = Snee -

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son

proporcionals a les bases:

Aleshores,
1

SAME = ESABE'
1

SAOE = ESABE'

A A A
Els triangles AFE, AOE, CDE .
Aleshores, S e =Syee = Sene = Snce = Sare = Scoe-



