Ricard Peird i Estruch

Problemes de Geometria per a ’ESO 215

2141.- Dos cercles tenen una tangent en comu en els punts de
contacte A i B que disten 8 cm. Els radis dels cercles és
4 cm i 2 cm, respectivament.

Calculeu la distancia entre els centres.

Soluci6:

Siguen 04, 0, elscentres de les circumferencies de radis 4 i 2, respectivament.
20,AB = £0,BA = 90°

Siga P la projecci6 de 0, sobre la recta A0;.

PO, =AB =7.

PO, = A0, + B0, =4+ 2 = 6.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle 0,PO0,

0,0, = /82 + 62 = 10 cm
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2142.- En la figura, AC és el radi de la circumferéncia gran i diametre de la
circumferéncia del cercle menut. B
Una recta que passa per A talla la circumferéncia menuda en X i al

gran en B.

Proveu que X és el punt mig del segment AB

Solucio:

CA = CB per ser radis de la circumferéncia gran.

£AXC és un angle inscrit en la circumferéncia menuda que abraca un diametre.
Aleshores,

LAXC = 90° B

A A
Els triangles rectangles AXC, BXC s6n iguals.
Aleshores, AX = BX. o
Aleshores, X és el punt mig del segment AB




2143.- Siga ABCDA'B’C’'D’ un cub d’'aresta AB =
1.
Siguen K'i L els punts migs de les arestes
AD, AB, respectivament.
a) Calculeu 'angle que forma el planol BC’D
i la cara ABCD del cub.

A
b) Calculeu l'area del triangle BC'D

Solucié:
a)
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A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle i isosceles BCD:

AC =+/2.

Siga O el centre del quadrat ABCD.

L’angle forma el planol BC’D i la cara ABCD del cub

ésa=2+C'0C.

1 2

ocC = EBD = 7

Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle
A

occ” L

cc’ e
a = arctg oC - arctgV2 ~ 54°44'8
b)

A
El triangle BC'D és equilater:
La seua area és:
V3, 2 V3

Secip = T(\/E) =~ 087

Dl‘

A[
B'

Cl’




2144.- Siga ABCDA'B'C’'D’ un cub d’'aresta AB = 1.
Siguen K el punt mig de l'aresta BB'.
Els planol KLC’ talla 'aresta DD’ en el punt L.
a) Calculeu I'angle que forma el planol AKC’ i la cara
ABCD del cub.
b) Calculeu I'area del quadrilater AKC'L.

Solucio:
a)
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle i

A
isosceles BCD:

AC =+2.

L’angle forma el planol AKC' i la cara ABCD del cub és a =
¢2C'AC.

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ACC":
t ¢« t V2 35°15'52"
= Qar — = Qar — =
@ = arctg=— = arctg -

L és el punt mig de l'aresta DD’
AKC’L és un rombe.

KL = AC = /2.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACC":
AC' =43
L’area del rombe AKC'L és:

1
SAKC'L = E C-KL= = 1.22
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2145.- Siga ABCDA'B’C’D’ un cub d’aresta AB = 1.
Siguen K i L els punts migs de les arestes AD, AB,
respectivament.
Els planol KLC’ talla les arestes BB’, DD’ en els punts M, N,
respectivament.

a) Calculeu 'angle que forma el planol KLC’ i la cara

ABCD del cub.
b) Calculeu I'area del pentagon KLMC’N.

Dl‘

Solucio:

Siguen P i Q els punts migs dels segments KL, NM,
respectivament.

L’angle forma el planol KLC’ i la cara ABCD del

cub és a = 2C'PC.
1
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle A’

A
rectangle i isosceles APL: )

=L x ="
4 2

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle i isosceles ABC:

AC =2
32
PC =—=

4

Aplicant raons trigonometriques al triangle
A

rectangle PCC":
cc’ 22
a= arctgﬁ = arcth ~ 43°18'50"

b)
MN =+/2.
La projeccié Q del punt Q sobre la cara ABCD és el centre d’aquesta cara.
— 2
PQ'=4P = —
4 A A
Aplicant el teorema de Tales als triangles semblants PCC’, PQ’'Q:
- V2

LA

1 32

4
WB =00 =
= =3 )
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PCC":
2

— 3v2\ V34
PC = 12+<T> =7

A A
Aplicant el teorema de Tales als triangles semblants PCC’, PQ'Q:
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1
3

4213

Aleshores, PQ = %,W = g

L’area del pentagon KLMC’N és igual a la suma de les arees del trapezi KLMN i del
A

triangle NMC’
1(V2 V34 1 34 717
SKLMCIN:E<_+\/§> + =V2— =

2 "2¥%76 ~2a 10

2
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2146.- En la figura ABCDE és un pentagon equilater no regular de costat
AB = 2.
Siga X el punt mig del costat AB i ZAXE = £BXC = 45°
El pentagon és simétric respecte de la recta XD.

a) Calculeu la mesura de l'angle 2XEA

b) Calculeu I'area del pentagon ABCDE.

Solucio:
£2CXE = 90°
Sigaa = £XEA
AX < AE aleshores, a < 45°
A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AXE
1 2 D

sina 32450 /y\
2
sina = — E ! C
4 7 Y
2
a= arcsinT ~ 20°42'17"

Els triangles A AXE BXC sén iguals.
SigaXE = XC = x

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AXE
22=124+x?>—-2-1-x-cos45
x2—\2x-3=0
Resolent 'equacio:
V2 + 14
2 A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle i isdsceles EXC
CE=XE -V2=1++7 o
Siga Y el punt mig del segment CE
1 1447
E =
2 2 A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle EYD

2
22 = Dy? +<1 +2ﬁ>

8 — 27

X =

DY =
L’area del pentagon ABCDE és igual a la suma de les arees del trapezi ABCE i del
A

triangle CbE

+\/_ 1(1 ) 8 — 2\/7 5+22\/_ ;_4+\/_~665

SaABCDE = (2 +1+ \/_)
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2147 .- Els hexagons regulars es construeixen a partir de triangles equilaters com
mostra la figura.

El primer es construeix a partir de sis triangles i el segon a partir de

vint-i-quatre.

a) Quants triangles calen en la posicio sis.

b) Sidisposem de 2017 triangles equilater quin és
I’hexagon maxim que es pot construir. Quants triangles
sobren.

KéMaL, K607

Solucié:

6 6.22
Els hexagons regulars s6n semblants.
La ra0 de semblanca entre el segon i el primer és 2.

La ra6 de semblanca entre el tercer i el primer és 3.
La rad de semblanca del n-éssim i el primer és n.

La radé de semblanca de les arees és n?.

La successio de nombre de triangles equilaters és:

6,6-2%,6-3%,.....,6 -n2
El terme general és T,, = 6 - n?
a)

Te = 6-6% =216

b)
T, = 6-n%<2017.

Aleshores I’hexagon major és el que ocupa el lloc 18.
Tig = 6-18%2 =1944
Ens sobrarien, 2017 — 1944 = 73 triangles equilaters.
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2148.- Un quadrat de costat la unitat es divideix amb quatre triangles isosceles
connectant un punt interior amb els vértexs. Trobeu els valors minim i maxim del
producte de les arees dels triangles que el formen.

KéMaL, C1514

Solucio:
Hi ha dues possibles construccions:

D C D c

A B A B

Cas1
Que el punt interior siga al centre del quadrat.

s . . . ;1
En aquest cas I'area dels quatre triangles isdsceles iguals és Z'

N - 1
El producte de les arees és Tee

Cas 2.

A
Que el punt P siga tal que ABP siga equilater.

Sapp = Sppp = 4

1 >2\/§—3
256 256



Ricard Peird i Estruch

2149.- Des del punt P(16,7) tracem una tangent a la circumferéncia de centre 0(4,—2)
de radi 5v3

Siga P’ el punt projecci6 del punt de tangéncia sobre la recta OP.

Determineu les coordenades el punt P’.

KéMaL C1516

Solucié:
A ¥

0

Siga T el punt de tangéncia.

0P =/(16 —4)2 + (7— (-2))2 =15
A A

Els triangles rectangles PTO,TP’O son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
5vV3 0P

15 5y3_

Aleshores, OP' = 5.

— 1__

Siga P'(x,y)

19’(4+16_4 P ) )
3 ' 3

P'(8,1)
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A
2150.- Sobre I'exterior dels catets AC, BC del triangle rectangle ABC es dibuixen dos
gquadrats.
Siguen D i E els vertexs dels quadrats oposats a C.
Demostreu que el punt mig del segment DE pertany a la circumferéncia circumscrita al

A
triangle ABC
KéMaLl, B4993

Solucio:
La circumferencia circumscrita al triangle rectangle

A
ABC té per diametre la hipotenusa AB
Siga M el punt mig del segment DE.

La recta que passa per E, C passa per D.
Per tant M pertany a la recta DE.

CE = aV2,CD = bV2 o

DE = (a + b)V2

—_  __ a+b g

=)

M =EM = > V2 B

M pertany a la circumferéncia circumscrita
si LAMB = 90°

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ADM:
— a+b z a+b V2
AMZ:b2+( \/E) —Zb(

: 2 ‘/E>_
=b2+M

2

AM? —b(a+Db)

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BEM:
— a+b z a+b V2
BM2=a2+<—\/§) —2a( \/Z)—
2 2 2
(a + b)?

W2:a2+T—a(a+b)

2 2
A0 + B = b7 + 92 (atb)y
2

AM? + BM? = a? + b? = ¢?

—b(a+b)+a®+ —a(a+b)

A
Aplicant el teorema invers del teorema de Pitagores, el triangle AMB és rectangle
£LAMB = 90°.



