Problemes de Geometria per a ’ESO 219

2181.- L’octdogon regular ABCDEFGH de costat ¢ esta dividit pel
quadrat KLMN i 4 pentagons, tots cinc d’igual area.

Calculeu la mesura del costat KL del quadrat i la mesura del
segment MH .

Solucio:
Dibuixem el quadrat PQRS circumscrit a 'octdgon regular-

2
PQ=(1++2)c. .
L’area de I'octogon regular ABCDEFGH és igual a I'area del
quadrat PQRS menys I'area d’un quadrat de costat c:

Se =((1+\/§)c)2—02 =(2+2\/§)c2 B
L’area del quadrat KLMN és igual a la cinquena part de 'area M
de l'octogon:

1 2+2J2 ,
SKLMN:gSSZ 5 c . G 5 -

Siga d =MN .

S
Aleshores, d= 2+ Z\EC.

5 F

on= Y24 12
2 5

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DCH:
DH = /12 +(1+J§)2 c=+v4+2J2c.
Siga O el centre de I'octdogon regular.

ﬁ:%ﬁ:‘“—mc

W:@—O_Mz[\/2+‘/§—\/l+‘/§Jc.

2 5




2182.- En la figura I'hexagon regular exterior té costat ¢ =10.
S’han dibuixat e quadrats, cadascun d’ells té un vértex en el

centre de 'hexagon i el vértex oposat és vértexs de /A\
I'hexagon regular.

a) Proveu que els triangles verds son equilaters.

b) Calculeu I'area del cadascun dels 3 quadrats.

c) Calculeu I'area de cadascun dels 3 triangles equilaters.

d) Calculeu 'area de cadascun dels e triangles isosceles. (‘

e) Calculeu 'area de cadascun dels 6 triangles escalens

Solucio:

>
\ P

/\

(o8]
O

Siga c = AB costat de I'hexagon regular.
Siga O el centre de 'hexagon regular.

Per simetria de la figura, ZKOL = M =30°.

El triangle KCA)L és isosceles, aleshores, ZOKL = ZOLK = &2_300 =75°.
ZABC=/BCD=120°.

/BCK = M =159,

Siga o= ZKBC= ZLBA.

/BOL = %LKOL =15°.

Els triangles BéK , B}éo son iguals.
Aleshores, ZOBK = ZOBL =q..
Aleshores, 40.=120°.

o =30°

Aleshores, ZLBK =60°.

A
Aleshores, el triangle LBK és equilater.
b)
La diagonal del quadrat és OA = AB =c.




V2

El costat del quadrat OL = 7c.

L’area del quadratés S, = %cz .

c)
- A
Siga d =KL, costat del triangle equilater LBK .

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LOK :

d? :LQCJ +[£c} —2[%0}[%0}03300:2_—

2 2
L’area del triangle equilater és:
Sszﬁdzz—Z\/g_Scz
4 8
d)

A
L’area del triangle isdsceles LOK .

Siok _1 Qc Qc sin300= L2,
20 2 2 8

e)

A
L’area del triangle isdsceles BKC .

V3 2
c™.
2

2 4 8

1 (V2 ). 1 (V2 \V6-+2 3-1,
Sgke = EC[7 chmlS"z EC(_ cj = c



2183.- Siga el rectangle ABCD, AB =5, BC = 3.

Siguen F i G dos punts en el segment CD tals que DF =1, GC = 2.
Les rectes AF i BG s’intersecten en el punt E.

A
Calculeu l'area del triangle ABE .

S_olucié: A
FG=2.

- A
Siga HE =h altura del triangle ABE . E
La recta EH talla el costat CD.
HE =h-3.

A A
Els triangles ABE , FGE so6n semblants. D F G C
Aplicant el teorema de Tales: K

Resolent I'equacio:
h=5. H

A
L’area del triangle ABE és:
1 25
Sppe ==-5-5=">.
ABE 2 2



2184.- Siga una part de la grafica de la funcié f(x) =ax® +bx? +cx+d.
A w

//’_\\C(O, 2)
/

/

/A(-l, 0) 05 \B(l, 01(>
™\,
/ N

a) Determineu el valor b.
b) Determineu el tercer punt de tall.

Solucio:

a)

L’ordenada a l'origen és el punt C(0, 2), aleshores:

d=2.

El punt A(-1 0) és un punt de tall amb I'eix d’abscisses, aleshores:
a(-1)% +b(-1)? +c(-1) +d = 0. Simplificant:

—a+b-c+2=0 Q)

El punt B(1 0) és un punt de tall amb I'eix d’abscisses, aleshores:
a-1®* +b-1%> +c-1+d =0 . Simplificant:

a+b+c+2=0 (2)
Sumant les expressions (1) (2):

2b+4=0.

Resolent 'equacio:

b=-2.

b)

Substituint 'expressié b = -2 en I'expressi6 (1)
-a+2-c+2=0

Aleshores,

c=-a.

f(x)=ax® -2x? —ax +2.
Per calcular els punts de tall amb I'eix d’abscisses resolem I'equacié f(x)=0.

Aplicant la regla de Ruffini:
ax® —2x% —ax + 2= (X -D(x +D(ax - 2)

. 2
El tercer punt de tall és x = —.
a



2185.- Siguen les circumferéncies de centres (2, 4),
(14, 9) de radis 4 i 9 respectivament.

Determineu les equacions de les rectes tangents
comunes.

Solucié:

02(14,9)

X
S
>

7 P T1 T

Siguen O,(2,4), 0,(14,9) els centres de les dues circumferéncies de radis 4 9

respectivament.
Notem que la distancia de O,(2, 4) a I'eix d’abscisses és igual al radi 4 de la

circumferéncia. Aleshores la circumferéncia de centre O,(2, 4) és tangent a l'eix
d’abscisses.

Notem que la distancia de O, (14, 9) a I'eix d’abscisses és igual al radi 9 de la
circumferéncia. Aleshores la circumferencia de centre O, (14, 9) és tangent a I'eix

d’abscisses.
Aleshores, I'eix d’'abscisses y =0 és tangent comuna a les dues circumferéncies.

La recta que passa pels centres O,(2, 4), O,(14,9) és la bisectriu de les rectes
tangents a les dues circumferencies.

. 5
L’equacio de la recta pels centres O,(2, 4), O,(14,9) té pendent tga. =m = Th

L’equacio de la recta és:
5
r =sy=—(x-2)+4.
00, =Y 1 ( )

Calculem el punt de tall P de la recta i I'eix d’abscisses.



%(x —-2)+4 =0. Resolent 'equacio:

38
—

Les coordenades del punt P s6n P[—%, Oj :

El pendent de la recta tangent a les dues circumferencies és:
5

2.2
m'= tg(2a.) = 12 > = 120 :
5 119
1-| =
12

La recta tangent passa pel punt P(—%, Oj y té pendent m'= % , la seua equaccio
és:

oy 120(,, 3B
"7 119 5 )

oy 120 012
T 771197 1197



2186.- Siga ABCD un paral-lelogram.
Siga M el punt mig del costat CD b N

Siga H la projecci6 de B sobre la recta AM.

a) Determineu quan el punt M coincideix amb el
punt H.

A
b) Proveu que el triangle BCH és isosceles.

Solucio:
a)
La recta AM talla la recta BC en el punt K.

A A
Els triangles MCK, ABK s6n semblants i de ra6 1:2.

Aleshores, BK = 2 - BC
C és el punt mig de la hipotenusa del triangle rectangle
A

BMK D

Aleshores, MC = % BK = BC.
Aleshores, AB =2 - BC.
M coincideix amb H si la proporcié dels costats és:
AB:BC = 2:1
A
b)
K
D M

8 /\
La recta AM talla la recta BC en el punt K.

A A
Els triangles MCK, ABK son semblants i de ra6 1:2.
Aleshores, BK = 2 - BC

A
C és el punt mig de la hipotenusa del triangle rectangle BHK
Aleshores, HC = - BK = BC.

A -
Aleshores, el triangle BCH és isosceles, HC = BC.



2187.- Siga K el punt mig del costat EF de I'hnexagon regular ABCDEF.

A
Determineu els punt (o punts de la linia poligonal ABCD tal que 'area del triangle AKL
siga % de l'area de I'hexagon regular.

KéMaL, C1547

Solucio: o

Notem que L no pertany al segment AB ja que
31

SaBk = Z§SABCDEF

4B

Suposem que L pertany al costat CD, siga x = L

Aleshores, L’ que pertany al costat BC tal que % = %x és l'altra
soluci6 del problema.

Siga Sapcper = %

Sark = Skep = E

S = !
ABC 6

S =
ACL 3

S = (1 X) = 1 X
FKL A 1 ( )

—=Sapcper = Sakr = Sapcper — (2 Sark + Sapc + Sacr + SarL)

6 3
esolent I equaC|o

cL 1
X ===

B 5

2

5

2 1 1 1
5_1—(2 —+ +ox+-— (1—x))
R



2188.- Amb els vertexs I'ortoedre de la figura, s’ha

dibuixat el triangle AéC.

a) Calculeu la mesura dels costats del triangle AL%C
b) Calculeu la mesura dels angles del triangle AéC

A
c) Calculeu l'area del triangle ABC

Solucio:
a)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle APC
AC = 213

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AQB
AB =5

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle BRC
BC =3V5
b)

. - - A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC
2 2
(3V5) =52+ (2V13) —2:5-2V13 - cosA.
8

—_— j— L,\, o ! "
cosA = PNeEL A —arccossm~ 63°39°21

2
52 = (3V5) + (2v13)" —2-3V5 - 2V13 - cosC
c0sC = ——, C = arccos— ~ 49°23'55"

V85’ V85
B =180°— (A + () = 66°56'44"

c)

Aplicant la formula trigonométrica:

SABC = Ebc - SinA

1
Sapc = E2\/13 -5.5in63°39'21" ~ 16.16 cm?

6cm

3cm

6cm

3cm



2189.- En la figura, AB = BC = 17,AC = 30

M és el punt mig del segment AC

S’han dibuixat dos arcs, un de centre B que passa per A, C
i un altre de diametre AC.

Calculeu l'area limitada pels dos arcs (lunula).

Solucié:
L’area del semicercle de diametre AC = 30 és:
1 _ 2251

= —7-152 = 2227 £ 35343
S1=5m 2

A
L’area del triangle ABC, utilitzant la férmula d’Her6 és:

v64-30-30-4
SABC= 4 :120

Calculem la mesura de I'angle B, utilitzant el teorema del cosinus:
302 =172 +17>—-2-17-17 - cosB

B 161
cosB = 289
B = 123°51'18"

L’area del sector de centre B és:
) 123°51'18"
360°

S,=m- ~ 31236

L’area ombrejada és igual S; — S, + Supc
S1— S, + Sppc = 35343 -312.36+ 120 = 161.07



2190.- La figura mostra dos quadrats iguals a l'interior d’'un quadrat

meés gran.

Els vertexs dels dos quadrats menuts divideixen els costats del
gquadrat gran en tres segments iguals.

Si 'area ombrejada és 50, determineu I'area del quadrat gran.
Crux Mathematicorum 4449

Solucio: o
Siga el quadrat gran ABCD de costat AB = 3x
L'area del quadrat ABCD és Sygcp = 9x2

Siga el quadrat menut EFGH.
Siga M el punt mig del costat BC

BH =BQ =QE =CE =x,BE = AH = 2x
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle HBE

HE = xV5
Siga a = «£BEH, tga = % G (
LPRQ = 2a
2-tga 4
tg2a :_1——tg2a:_§
Siguen QR = 3y,PQ = 4y A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PéR
PR =5y

PH =PQ = 4y,ER = QR = 3y
HE = PH + PR + ER = 12y.
HE = x5 = 12y

Elevant al quadrat:

144
2 _ T 5
YT

L’'area del quadrat EFGH és Sgpsy = 144y?

A
L’area ombrejada és igual a I'area del quadrat EFGH menys I'area de 4 triangles PQR
1
50 = SEFGH — 4. SPQR = 144y2 —4 Egy . 4'y

120y2 = 50
5
2 -
Y 12
L’area del quadrat ABCD és:
144 144 5
SABCD =9x2 =9'_ 2 =9'_'_= 108

5 5 12



