Problemes de Geometria per a ’ESO 221

2201.- Un quadrat s’ha dividit en 9 quadrats iguals.
Calculeu la proporcié entre I'area d’un cercle i 'area de
I'el-lipse.

En la figura, I'el-lipse és tangent a les circumferéncies.
Sangaku, Temple Kon'noh Hachiman, Tokyo

Solucio:
Siga m el costat del quadrat.
El diametre del cercle és %

L’area del cercle és:
2

Scercle = T[%
El semieixos de I'el-lipse son:
_m,_m
=27 7%
L’'area de l'ellipse és:
m m m?
Sel~lipse = mab = T[? = T[E

La proporcio entre I'area del cercle i de I'el-lipse és:
m?

Scercle _ T 36 1

Set-li m? 3
lipse L
12

<
T
L

()



2202.- Dues esferes tangents d’igual radi R
estan damunt d’'una taula.

Quin és el radi més gran de I'esfera que pot
passar entre les dues esferes per damunt de la
taula.

Sangaku, Temple Kon'noh Hachiman, Tokyo.
1846

Solucio.

Siga r el radi de I'esfera maxima.
Aquesta esfera sera tangent a les esferes de radi R.

Els centres de les tres esferes estan en el mateix planol.

Considerem la secci6 formada pel planol que passa per les dues esferes deradi R i
perpendicular a la taula.

o1
P 0°
N
T1

Siga O1 el centre de I'esfera de la dreta.

Siga P el centre de I'esfera menuda.

Siga T1 el punt de tangéncia de I'esfera de centre O1 i la taula.
Siga Q la projeccio de P sobre la recta O1T1.

PQ=RPO1=R+7r,Q01=R—7

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PQO1:
(R+71)2=(R—-71)%+R?
Simplificant:

4Rr = R?

"=y




2203.- El sangaku de la dreta esta format per 9
circumferéncies.

Dues roges d’igual radi tangents exteriors.

Una groga.

Sis blanques d’igual radi tangents a les anteriors.

Calculeu la proporcié entre els radis de les circumferencies.
Sangaku, Temple Kon'noh Hachiman, Tokyo

Solucio:

Siga P el centre d’'una de les circumferéncies roges i R; el seu radi.
Siga O el centre de la circumferencia central i R, el seu radi.

Siga B el centre d’'una de les circumferéncies blanques i r el seu radi.

E=R1+T,W=R1,O_A=R2—T

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOP
(Ry+1)%= (R, —1)*+R;,°
Simplificant:
2Ry T =R,2 —2R, -1 1)
OB=R,+1r,BT =r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BTO

oT = /R22+2R2~r
/R22+2R2-r—Rl,ﬁ=R1—r,W=r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BTP

2
(Rl—T‘)Z :T2+< ’R22+2R2'T_R1>

Simplificant:

3
ﬂ
I

—2R; T =R,*+ 2R, -7 — 2R, /R22+2R2-r 2)
Substituint I'expressid (1) en I'expressié (2) i simplificant:
2R, /RZZ + 2R, -7 = 2R,? (3)
Multipliquem I'expressio (3) per r:

2R, - T /RZZ +2R, -7 =2R,% -7 (4)
Substituint 'expressié (1) en I'expressio (4) i simplificant:

(R, — 21) /R22+2R2-r=2R2-r (5)

Elevant al quadrat i simplificant:
8R, 13 —8R,% 12 —2R,> 1+ R,*=0 (6)
Dividint 'expressio (6) per R,*:

o(5) () -2l 10



Amb ajut de la calculadora:

El [MathDegHormd [dic]fa*bi

aX3 +bX2 +eX+d=0
a b c
C I

-8 -2 1]

SOLVE |(anx3(CL EAR] EDIT

E [MathDegMornd [d/c]fa*bi
aX3 +bX2 +cX+d=0

X111.1234
X2
X3

-0.4

0.2774790686

0.2774
REPEAT

Resolent 'equacio: RL ~ 0.277479066

2

Dividint I'expressié (1) 2R, - r = R,? — 2R, - r per 12

Ry 1

r z((%)z ‘2%

El [MathDegHormd [dic]fa*bi

0.277479066->x
0.277479066

2
[2)"-o-d
X X
2

2.890083737

—

DEL-LINEIDEL-ALL

(L]
JUMP [DELETE PMARVCT] MATH

[Hath)Deg)Horm1) [d7c]fa+bi

A ) A

2

El
A

. 2.890083737

Ans

0.3460107356

% ~ 2.890083737, Ri ~ 0.3460107356

1
E MathiDegForml [d/c)(a*hi]
L

Ans

0.3460107356
x

Ans

[ 0.8019377361

R,
— =~ 0.8019377361

2




2204.- En la figura, hi ha 3 circumferencies tangents
dos a dos, d’igual radi r i dues tangents a una recta.
Una circumferéncia gran de radi R, es tangent a dues
de les anteriors i tangent a la recta.

Calculeu la proporcié entre el radis d’'una menuda i de
la gran.

Sangaku, Temple Suwa, Nagano. 1879

Solucio:
Siga O el centre de la circumferéncia gran i OT; = R el radi.

Siga P el centre de la circumferéncia menuda tangent a la recta i a
la circumferéncia gran, PT, = r el radi.

Siga Q el centre de la circumferencia menuda tangent a la gran

i a les dues inferiors.

Siga T; la projeccio de Q sobre la recta.

Siga T, el punt de tangéncia de les circumferéncies
inferiors. P
Siga K la projeccié de P sobre 0T, T K
Siga L la projeccié de Q sobre 0T,

T3 T2 T1
Sigax =T,T,.0K =R—71,0PR+7
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PKO
(R +7)? = x% + (R —r)?. Simplificant:
4Rr = x? 1)

Els centres de les tres circumferencies iguals formen un triangle equilater de costat 2r.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QT,P

QT, =7rV3,QT; =r(1++3)

ﬁ=x+r,m=R—(1+\/§)r

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QiO
(R+7)% = (x+7)2 + (R — (1 +v3)r)". Simplificant:

2Rr = x% + 2xr + (4 + 2v3)r? — 2(1 + V3)Rr

Substituint I'expressié (1) en I'expressié anterior i simplificant:
—2Rr = 2xr + (4 +2V3)r? —2(1 + V3)Rr
x=RV3—-(2+V3)r ()
Substituint 'expressié (2) en I'expressio (1):

4Rr = (RV3 — (2 +V3)r)". Simplificant:

(7 +4V3)r2 + (=10 — 4V3)Rr + 3R? = 0

r2 4+ (=22 + 12V3)Rr + (21— 12V3)R? =0

(%)2 + (224 12V3) o + (21 - 123) = 0

Resolent 'equacio:

r
—==21-12V3
R V3




2205.- En la figura hi ha una circumferéncia exterior de radi R, tres
triangle equilaters, tres circumferéncies tangent al costat de dos
triangles i a la circumferéncia exterior, tres circumferéncies
tangents al punt mig del triangle equilater i
tangent a la circumferéncia exterior, sis
circumferéncies cadascuna tangent a dos
circumferéncies i al costat del triangle.
Calculeu el radi dels tres tipus de
circumferéncies.

Sangaku, Temple Suwa Nagano. 1879

Solucio: \9/ \
Siga O el centre de la circumferéncia exterior de radi R.

Considerem 0, el centre de la circumferencia tangent en M
a la circumferéncia exterior.

A
La circumferéncia esta inscrita en el triangle equilater OPQ

El radi és 0,M = ~0M = =R
3 3 01

G

Siga 0, el centre de la circumferencia tangent al punt mig S del costat del triangle i al
punt N de la circumferéncia exterior.

ﬁ:R?

El radi de és:

___ R-05 2-43

025: - R
2 4




Siga 05 el centre de la circumferéncia tangent a les dues circumferéncies i al costat

del triangle. N

Siga V el punt de tangencia de dues circumferéncies.

Siga T la projecci6 de 03 sobre 00, o2 03
Siga 05V = s radi de la circumferéncia. AT

0,05 =2LR+5,0,T =28 s s

B V3

OT =0S +s = 7R +s

00; =R—s

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle 0,T04
2 2

T—032=<2_4\/§R+s> —(2+\/§R—s>

4
. - - A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle 0T 05

T—032=(R—s)2—<§R+s>

Igualant ambdues expressions:

2-3 ‘2443 ’ , (V3
( y) R+s> —( ) R—s> =((R-5) —<7R+S>

2

Simplificant:
4Rs = 1R2
T

Resolent 'equacio:
1
=—R
* T 16




2206.- Siga el con massis de diametre AC = 4 cm,
vertex V i generatriu CV = 3 cm

Siga B el punt mig de la generatriu CV

Quina és la minima distancia entre A i B.

Solucio:
Si retallem i desenvolupem el con per la linia AV

3cm

L’arc del sector és igual a la longitud de la circumferéncia de radi 2 cm
Loye =2m-2 =41

L’angle central del sector de radi 3 cm és:

41 180°
a=— = 240°

3 n . . .
El punt B és troba en la bisectriu del sector anterior.
2AVB = 120°

La minima distancia és igual a la mesura del segment AB

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle rectangle AVB:
2

ﬁ2=32+<§) —2-3-§-c05120°=§
2 2 4

37
AB=T\/_=3.97cm



2207.- En dues circumferéncies d’igual radi R secants s’han
inscrit tres quadrats iguals.

El quadrat central esta inscrit en la interseccié de les dues
circumferéncies.

Dues circumferéncies iguals, sén tangents a les circumferéncies
de radis R i als costat del quadrat central.

Determineu la mesura del costat del quadrat i de la circumferencia
tangent.

Solucio:

Siga O el centre de la circumferencia de radi R.
Siga ¢ = KL costat del quadrat.

Siga P la interseccio de la recta formada pels centres de la ——
circumferéncies de radi R i la recta que uneix la intersecci6
d’aquestes dues circumferéncies.

Siga M el punt mig del costat KL Q

Notem que O és el centre del rectangle que formen
els dos quadrats de I'esquerra.

OM =c,KM =50k =R. M|
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle 0 P 'N

A
rectangle OMK
c\2
2 _ .2 e
R =c¢ +(2) L
Simplificant:
2_4p2 . _25
Cc _SR , C= 5 R \/

Siga Q el centre d’'una de les circumferéncies tangents i s el seu radi.
0Q=R-5,0P=-PQ=>+s

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPQ
) Cy2 c 2
(R—S) = (E) +(§+S)
Simplificant.
CZ
R? —2Rs = ) +cs

3(10-2v5) R
80

3R = (10 + 2V5)s, aleshores, s =




2208.- En el sangaku es mostra una
circumferéncia de radi R, un rombe que una
diagonal és el diametre de la circumferéncia i
I'angle agut de 60°.

En el rombe hi ha inscrit un quadrat
Comproveu que el radi de les quatre
circumferéncies tenen el mateix radi.
Sangaku, Temple Suwa Nagano. 1879

Solucié:
Siga O el centre de la circumferéncia de radi R = 0A

Siga c; = AD = BD, costat del rombe. F
2V3
= —R L]
Cr 3 P
Siga P el centre de la circumferéncia superior i s = PD N D M
el seu radi.
Cr 3— \/§R
S = —_——_——
2 6 A Q- T o)
Siga ¢, = KN = KL, costat del quadrat KLMN.
Siga T el punt mig del costat KN L
— 3
T = 7CQ B
V3 1
7CQ + ECQ =R
Siga Q el centre de la circumferéncia dee I'esquerra i r = QT el seu radi.
1__ 143 V3 3-43
r=gAT =35 =" (3-1)R=—

Aleshores, les quatre circumferencies son iguals.




2209.- En una circumferéncia de radi R s’ha inscrit sis
circumferéncies iguals, tangents dos a dos.

Calculeu el radi de les sis circumferencies.

Solucio:

Siga O el centre de la circumferéncia de radi R.

Siga r = KP radi de les sis circumferéncies.

Els centres de les 3 circumferéncies tangents a la
circumferéncia de radi R formen un triangle equilater de

costat KL = 4r. ”
Y
Siga Q el punt mig del segment LM )L.
Y Y

A

__ 3
Q=74
__ 2__ 43
0 —§K —TT
_ 4+/3
0) =R=<£+1>r
3
44/3 -3
r= R
13

Generalitzacio6 si hi ha n files de circumferencies:
(n+1)V3-3
r=———R
nz+4+2n-2



2210.- En el sangaku hi ha una circumferencia de radi
R i 6 circumferéncies d’igual radi al seu interior.

Tres tangents dos a dos i dues d’elles tangents a una
corda

Tres inferior tangent i alineades.

Tres d’aquestes sén tangents interior a la
circumferéncia de radi R.

Calculeu el radi de les 6 circumferencies.

Sangaku, Temple Suwa Nagano. 1879

Solucié:
Siga O el centre de la circumferencia exterior de radi R
Aiguen A, B, C els centres de les circumferencies
tangents superiors.
Siga r = AD el radi.

AD =3
OP=R-1,PQ =2r
ﬁ=(3+\/§)r

OP=TP—-R=(3+V3)r—R

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle
A
rectangle OPQ X

(R—1)?=(2r)%+ ((3 +V3)r — R)2 P Q
Simplificant:

(15— 6V3)r = (4 — 2V3)R.

4-23  _8-23

15-6v3 39




