Problemes de Geometria per a ’ESO 223

2221.- Dos triangles equilaters estan en l'interior d’'un
quadrat. ?
Si I'area del triangle equilater gran és 12, determineu 'area
del triangle equilater menut.

12

Solucio: o
Siga el quadrat ABCD de costat AB = ¢ D

A
Siga c el costat del triangle equilater gran ABP, que és igual al

costat del quadrat..
A
Siga x el costat del triangle equilater menut CKL.

2KBC = 30°
AK =2 -CK = 2x

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCK

x 3 A

c 3

Les arees de dos triangles és proporcional al quadrat del quocient dels costats
Siga S l'area del triangle equilater menut.

S x\2 1
5= =3

Aleshores, S = 4



2222.- En una corda de circumferéncia de radi R s’han
dibuixat 3 triangles equilaters.

En el triangle equilater central s’han dibuixat 4
circumferencies de radi r.

Determineu la relacié entre els radis r i R.

Solucio:

Considerem la circumferéncia de centre O iradi R

A -
Siga ABC el triangle equilater central de costat AB = a
Siga M el punt mig del costat AB

Notem que CM = 6r
Dibuixem el triangle equilater inscrit en la circumferéncia de radi R.
Notem que OB és perpendicular a CE ja que OB és la mediatriu del triangle equilater

—— R

B:E

. 1_ R
R

6T+Z=R

1
Aleshores, r = §R



2223.- Sobre un costat d’un triangle equilater s’ha dibuixat una
semicircumferéncia.

Una circumferéncia és tangent interior a la semicircumferéncia i
a dos costats del triangle.

Una altra circumferéncia és tangent exterior a la

circumferéncia anterior i a mateixos costats del triangle.
Determineu la proporcio entre els radis de les dues
circumferéncies.

Solucio:
A —
Siga ABC el triangle equilater de costat AB = ¢ \

Siga M el punt mig del costat AB

Siga N el punt mig de la semicircumferéncia, punt de
tangéncia.

Siga O el centre de la circumferéncia gran de radi ON = r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AMC:

V3

O

M—C=7C
¢ 1++3
NC =M =

c C+2 > c
_ 1__
0N=§NC

14++3
r= G c

Siga T el punt de tangéncia de les dues circumferencies
Siga P el centre de la circumferéncia menuda de radi PT = s

T_C=N_C—2r:1+6\/§c
—  1__
PT=§TC
1++/3
~ 18 €

Slu o
Il
Wl R



2224.- Sobre un costat d’'un quadrat s’ha dibuixat un triangle
equilater interior al quadrat i una semicircumferencia exterior al
quadrat.

Una circumferéncia és tangent interior a la semicircumferéncia i a
dos costats del triangle.

Una altra circumferéncia és tangent al punt mig del costat d’'un
quadrat i passa pel vértex del triangle.

Determineu la proporci6 entre els radis de les dues
circumferéncies.

Solucio:
Siga ABCD el quadrat de costat AB = c

A
Siga ABC el triangle equilater ABE
Siga M el punt mig del costat AB
Siga N el punt mig de la semicircumferencia,
punt de tangéncia.

Siga O el centre de la circumferéncia gran de A
radi ON = r

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle
A
rectangle AME:

3

E=—

2 ¢ s
___  ___ ¢ 1443
NE = ME + - = c
2 2

ON = -NE

3

1+\/§ D /
T = 6 C

Siga Q el punt mig del costat CD

|
|

Siga P el centre de la circumferéncia menuda de radi s = PE = PQ.

N__3c

Q—2 .

R

Q0 =NQ — NE = >—¢
_1E__2—\/§

S—E = 7 C
2—+/3

s 7 3(2v/3-5)

T 1443 4




2225.- Sobre un costat d’'un quadrat s’ha dibuixat una
semicircumferéncia exterior al quadrat i les dues diagonals.
Una circumferéncia és tangent interior a la semicircumferéncia i

a les dues diagonals del quadrat.

Una altra circumferéncia és tangent al punt mig del costat d’'un
quadrat i és tangent a dues diagonals.

Determineu la proporcio entre els radis de les dues
circumferéncies.

Solucio:

P Q

D

A A
Els triangles rectangles DCO, PQO s6n semblants i de rad 1:2

Aleshores, els radis de les circumferéncies inscrites estan en rad 1:2.



2226.- Sobre el costat AB del quadrat ABCD s’ha dibuixat el triangle

A
rectangle isosceles CDE,E = 90°
Calculeu la proporcm entre els radis de les circumferéncies inscrites

als triangles ADE ABE

Solucio: , .
Siga AB = c costat del quadrat ABCD. A B
Siguen M, N els punts mig dels costats AB, CD, respectivament.

A —
Siga O el centre de la circumferencia inscrita al triangle ABE de radi r = OM.

NE=CN==,AM = -
ST 2 E
WE = 5%
== )
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AME:
a5 = V10 D N c
A N\
L’area del triangle ABE és:
1 3 1+ 2—'210
SABE = ECEC = TCT‘
Aillant r: o
_V10-1
r = 6 Cc
. - ~ - . - - A .
Siga P el centre de la circumferéncia inscrita al triangle ADE deradi A M B
s=PT
A
L’area del triangle ADE és
11 1+—5- + \/_
SapE = ECEC fcs
Aillant s:
1
=——
2+v2+4/10
La proporci6 entre els radis és
2+v2++/10 6

r JI0-1  8-v2+2V5+v10
6



2227.- En el quadrat ABCD de costat AB = ¢ s’han dibuixat D

quatre quadrants de entres els vértexs del quadrat.
Tangents exteriors a dos quadrants i a un costat s’han
dibuixat 4 circumferéncies.

Determineu el radi de es circumferencies.

Solucio. o
Siguen M i N els punt migs dels costats AB, CD, respectivament.
Siga O el centre de la circumferencia superior de radi ON = r.

— . C —
A0:c+r,AM=5,M0=c—r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMO:
2
(c+71)?= G) + (c —1)2.
Simplificant:
CZ

4er = —

cr =
Resolent I'equacio:

1

T:EC




2228.- Dins d'un quadrat es dibuixen dos quadrats de centres dos
vertexs oposats i una semicircumferencia de diametre un costat.
S’ha dibuixat una circumferéncia tangent interiors als quadrants i
exterior a la semicircumferéencia.

Una altra circumferencia és tangent exterior a la circumferencia
anterior, tangent interior a un quadrant i tangent exterior a la
semicircumferéncia.

Determineu la proporci6 entre els radis de les dues
circumferéncies.

D | C
Solucio: o
Siga ABCD el quadrat de costat AB = 1
Siga O el centre de la circumferencia tangent interior als ] & H
quadrants i exterior a la semicircumferencia, de radir.
Siga H la projeccié de O sobre el costat AB
Siga CH = 01 = 0] = x. M
S S - 1 — 1
OH=1-x0C=1-7,0M=5+7,MH=5~x P K
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OHC:
(1-71)?2=x%+(1—x)?
Simplificant: A

r? —2r =2x% - 2x (1)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OHM:
1\ 1 z

(3+7) =(3-%) +a-xr

Simplificant:

r’+r=2x2-3x+1 2
Restant les expressions (1) (2)

x=1-3r 3)

Substituint 'expressié (3) en I'expressio (1)
r2—=2r=2(1-3r)2-2(1-3r)
Resolent 'equacio:

_ 4

"=17
Aleshores, x = i, OH =2
17 17

Siga P el centre de la circumferencia tangent exterior a la circumferéncia de centre O,
tangent interior a un quadrant i tangent exterior a la semicircumferéncia. Siga s el seu
radi.
Siga K la projecci6 de P sobre el costat AB
Siga L la projeccio de P sobre OH
SigaOL =y, MK =z

4

- 7
P—ﬁ‘}'S,PL—HK—g‘FZ

PM =~ +5,PK =
2T 7 Y
ﬁ=1—S,C—=E+Z

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PKM:
(o) =0 () 4

Sts) =z2+ (- (4)



A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PKC:

1 2 12 2
(1-5)?=(5+z) +(2-v) (5)
Restant les expressions (4) i (5) i simplificant:
z=3-3s (6)
0P =+ 4 PL=HR=-—-42=2_3

BT YL T A )

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OLP:

4 2 5 (12
(E+S) =y +(E—33) (7
Simplificant:
_gs2 4+ 80, 2, 128

8s°+os=y +_— (8)
Simplificant I'expressio (4)

1 2 1 2 ri12
(G+9) :(5—3524+(§744—y) ©)
Q2 2 2% 124

8s“+4s=y oYt o (20)
Restant les expressions (9) (10)

241
y=gt5s (12)
Simplificant I'expressio (7)

4 2 2 1\% (12
(G+s) =G+3s) +(5-39) (12)
Resolent I'equacio:

4

*733

La proporci6 entre els radis és:
s 17

r 33



2229.- A l'interior d’una circumferéncia de radi R, sobre un diametre,
s’han dibuixat 3 circumferéncies iguals i tangents de radi r;.

S’ha dibuixat dos circumferéncies de radi r, tangents interiors a

la de radi R i tangents exteriors a dues de les tres

circumferéncies de radi r;.

S’han dibuixat dues circumferéncies de radi r; tangents interior

a la de radi R i exteriors a dues de radi r.

Calculeu la proporci6 =
1

Solucié:
Considerem el diametre AB de la circumferéncia exterior de radi R.
Siga C el centre de la circumferéncia de radi r; = CA.

6r, = 2R
Aleshores, r; = %R

Siga Q el centre de la circumferéncia de radi r, = QA.

T, = 27'1 = §R
Siga P el centre de la circumferéncia de radi r; = PT.

— - 2 -
OQ=T‘1,QP=T'2+T'3=§R+T3,0P=R—T'3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QOP:
2 2

(§R+r3) :GR) +(R—13)2

Simplificant, r; = §R

La proporci6 entre els radis és:
3 3

rn 5




2230.- Un triangle rectangle esta inscrit en una circumferéncia de
radi R.

Siga r el radi de la circumferencia inscrita al triangle rectangle.
Siguen ry, 1, els radis de les circumferéncies maximes
inscrites ens els segments circulars que formen els catets.
Proveu que r + 2r; + 2r, = R

Solucié:

A _ N
Siga el triangle rectangle ABC, A = 90° de catets AC = b, AB = c.
La hipotenusa és igual al diametre de la circumferéncia inscrita.
BC = 2R

B
Siga | el centre de la circumferéncia inscrita al triangle rectangle
A

ABC
El radi és

— _— b+c—2R CD
r = I = T =

2

Siga M el punt mig del catet AC X

Siga PM = r; radi de la circumferéncia maxima del segment circular
del catet AC.

OM = ¢
=3 )
R—5 2R-c
1"1 = =
2 4
Analogament, siga r,el radi del segment circular referit a l'altre catet.
b
R—5 2R-b
1"2 = =
2 4

b+c—2R 2R —c 2R-b
r+2r +2rp, = > +2 7 + 2 2 =R




