
Problemes de Geometria per a l’ESO 223 
 
 
 
 
 
 
2221.- Dos triangles equilàters estan en l’interior d’un 
quadrat. 
Si l’àrea del triangle equilàter gran és 12, determineu l’àrea 
del triangle equilàter menut. 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el quadrat ABCD de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐  

Siga c el costat del triangle equilàter gran 𝐴𝐵𝑃
∆

, que és igual al 
costat del quadrat.. 

Siga x el costat del triangle equilàter menut 𝐶𝐾𝐿
∆

. 
∠𝐾𝐵𝐶 = 30° 
𝐴𝐾̅̅ ̅̅ = 2 · 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ = 2𝑥 
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐵𝐶𝐾
∆

 

𝑥

𝑐
=
√3

3
 

 
Les àrees de dos triangles és proporcional al quadrat del quocient dels costats  
Siga S l’àrea del triangle equilàter menut. 
𝑆

12
= (

𝑥

𝑐
)
2

=
1

3
 

 
Aleshores, 𝑆 = 4 
 
  

12

?

D C

BA

P

K

L

12
?



2222.- En una corda de circumferència de radi R s’han 
dibuixat 3 triangles equilàters. 
En el triangle equilàter central s’han dibuixat 4 
circumferències de radi r. 
Determineu la relació entre els radis r i R. 
 
 
 
 
Solució: 

 
Considerem la circumferència de centre O i radi R 

Siga 𝐴𝐵𝐶
∆

 el triangle equilàter central de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎 

Siga M el punt mig del costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  
 

Notem que 𝐶𝑀̅̅̅̅̅ = 6𝑟 
Dibuixem el triangle equilàter inscrit en la circumferència de radi R. 
Notem que OB és perpendicular a CE ja que OB és la mediatriu del triangle equilàter 
de la dreta. 
 

𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =
𝑅

2
 

𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ =
1

2
𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =

𝑅

4
 

 

6𝑟 +
𝑅

4
= 𝑅 

 

Aleshores, 𝑟 =
1

8
𝑅 

  

C

BA

O

97,8 °

ED

M

97,8 °



2223.- Sobre un costat d’un triangle equilàter s’ha dibuixat una 
semicircumferència. 
Una circumferència és tangent interior a la semicircumferència i 
a dos costats del triangle. 
Una altra circumferència és tangent exterior a la 
circumferència anterior i a mateixos costats del triangle. 
Determineu la proporció entre els radis de les dues 
circumferències. 
 
 
 
Solució: 

Siga 𝐴𝐵𝐶
∆

 el triangle equilàter de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 

Siga M el punt mig del costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  
Siga N el punt mig de la semicircumferència, punt de 
tangència. 

Siga O el centre de la circumferència gran de radi 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑟 
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 𝐴𝑀𝐶
∆

: 

𝑀𝐶̅̅̅̅̅ =
√3

2
𝑐 

𝑁𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐶̅̅̅̅̅ +
𝑐

2
=
1 + √3

2
𝑐 

 

𝑂𝑁̅̅ ̅̅ =
1

3
𝑁𝐶̅̅ ̅̅  

𝑟 =
1 + √3

6
𝑐 

 
Siga T el punt de tangència de les dues circumferències 

Siga P el centre de la circumferència menuda de radi 𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑠  

𝑇𝐶̅̅̅̅ = 𝑁𝐶̅̅ ̅̅ − 2𝑟 =
1 + √3

6
𝑐 

𝑃𝑇̅̅̅̅ =
1

3
𝑇𝐶̅̅̅̅  

𝑠 =
1 + √3

18
𝑐 

𝑠

𝑟
=
1

3
 

  

1,58 cm
0,53 cm
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C

M

N

O

T

P

1,86 cm
0,62 cm



2224.- Sobre un costat d’un quadrat s’ha dibuixat un triangle 
equilàter interior al quadrat i una semicircumferència exterior al 
quadrat. 
Una circumferència és tangent interior a la semicircumferència i a 
dos costats del triangle. 
Una altra circumferència és tangent al punt mig del costat d’un 
quadrat i passa pel vèrtex del triangle. 
Determineu la proporció entre els radis de les dues 
circumferències. 
 
 
 
Solució: 

Siga ABCD el quadrat de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 

Siga ABC el triangle equilàter 𝐴𝐵𝐸
∆

 

Siga M el punt mig del costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  
Siga N el punt mig de la semicircumferència, 
punt de tangència. 
Siga O el centre de la circumferència gran de 

radi 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑟 
 
Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 

rectangle 𝐴𝑀𝐸
∆

: 

𝑀𝐸̅̅̅̅̅ =
√3

2
𝑐 

𝑁𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐸̅̅̅̅̅ +
𝑐

2
=
1 + √3

2
𝑐 

𝑂𝑁̅̅ ̅̅ =
1

3
𝑁𝐸̅̅ ̅̅  

𝑟 =
1 + √3

6
𝑐 

 

Siga Q el punt mig del costat 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  

Siga P el centre de la circumferència menuda de radi 𝑠 = 𝑃𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ . 

𝑁𝑄̅̅ ̅̅ =
3𝑐

2
 

𝐸𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑁𝑄̅̅ ̅̅ − 𝑁𝐸̅̅ ̅̅ =
2 − √3

2
𝑐 

𝑠 =
1

2
𝐸𝑄̅̅ ̅̅ =

2 − √3

4
𝑐 

 

𝑠

𝑟
=

2 − √3
4

1 + √3
2

=
3(2√3 − 5)

4
 

 
  

A
B
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M

N

E

O

Q

P

2,19 cm

0,32 cm

Resultado: 0,15

Resultado: 0,15



2225.- Sobre un costat d’un quadrat s’ha dibuixat una 
semicircumferència exterior al quadrat i les dues diagonals. 
Una circumferència és tangent interior a la semicircumferència i 
a les dues diagonals del quadrat. 
Una altra circumferència és tangent al punt mig del costat d’un 
quadrat i és tangent a dues diagonals. 
Determineu la proporció entre els radis de les dues 
circumferències. 
 
Solució: 

 

Els triangles rectangles 𝐷𝐶𝑂
∆

, 𝑃𝑄𝑂
∆

 són semblants i de raó 1:2 
Aleshores, els radis de les circumferències inscrites estan en raó 1:2. 
 
 
  

O

A B

CD

P Q



2226.- Sobre el costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  del quadrat ABCD s’ha dibuixat el triangle 

rectangle isòsceles 𝐶𝐷𝐸
∆

, 𝐸 = 90° 
Calculeu la proporció entre els radis de les circumferències inscrites 

als triangles 𝐴𝐷𝐸
∆

, 𝐴𝐵𝐸
∆

 
 
 
 
 
Solució: 

Siga 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 costat del quadrat ABCD. 

Siguen M, N els punts mig dels costats 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ , respectivament. 

Siga O el centre de la circumferència inscrita al triangle 𝐴𝐵𝐸
∆

 de radi 𝑟 = 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅. 

𝑁𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑁̅̅ ̅̅ =
𝑐

2
, 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ =

𝑐

2
 

𝑀𝐸̅̅̅̅̅ =
3𝑐

2
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐴𝑀𝐸
∆

: 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ =
√10

2
 

L’àrea del triangle 𝐴𝐵𝐸
∆

 és: 

𝑆𝐴𝐵𝐸 =
1

2
𝑐
3

2
𝑐 =

1 + 2
√10
2

2
𝑐𝑟 

Aïllant r: 

𝑟 =
√10 − 1

6
𝑐 

 

Siga P el centre de la circumferència inscrita al triangle 𝐴𝐷𝐸
∆

 de radi 

𝑠 = 𝑃𝑇̅̅̅̅  

L’àrea del triangle 𝐴𝐷𝐸
∆

 és: 

𝑆𝐴𝐷𝐸 =
1

2
𝑐
1

2
𝑐 =

1 +
√10
2 +

√2
2

2
𝑐𝑠 

Aïllant s: 

𝑠 =
1

2 + √2 + √10
𝑐 

 
La proporció entre els radis és 

𝑠

𝑟
=

1

2 + √2 + √10

√10 − 1
6

=
6

8 − √2 + 2√5 + √10
 

 
  

D

BA

E

C

D

BA

N

E
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O

M

C

0,66 cm

1,56 cm

Resultado: 0,42

Resultado: 0,42



2227.- En el quadrat ABCD de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 s’han dibuixat 
quatre quadrants de entres els vèrtexs del quadrat. 
Tangents exteriors a dos quadrants i a un costat s’han 
dibuixat 4 circumferències. 
Determineu el radi de es circumferències. 
 
 
 
 
 
Solució. 

Siguen M i N els punt migs dels costats 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ , respectivament. 

Siga O el centre de la circumferència superior de radi 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑟. 
 

𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑐 + 𝑟, 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ =
𝑐

2
,𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐 − 𝑟 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐴𝑀𝑂
∆

: 

(𝑐 + 𝑟)2 = (
𝑐

2
)
2
+ (𝑐 − 𝑟)2. 

Simplificant: 

4𝑐𝑟 =
𝑐2

4
 

Resolent l’equació: 

𝑟 =
1

16
𝑐 

 
  

90

D C

BA

90

D C

BA

N

O

M



2228.- Dins d’un quadrat es dibuixen dos quadrats de centres dos 
vèrtexs oposats i una semicircumferència de diàmetre un costat. 
S’ha dibuixat una circumferència tangent interiors als quadrants i 
exterior a la semicircumferència. 
Una altra circumferència és tangent exterior a la circumferència 
anterior, tangent interior a un quadrant i tangent exterior a la 
semicircumferència. 
Determineu la proporció entre els radis de les dues 
circumferències. 
 
Solució: 

Siga ABCD el quadrat de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 1 
Siga O el centre de la circumferència tangent interior als 
quadrants i exterior a la semicircumferència, de radi r. 

Siga H la projecció de O sobre el costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Siga 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐼̅̅ ̅ = 𝑂𝐽̅̅ ̅ = 𝑥. 

𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 1 − 𝑥, 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 1 − 𝑟, 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ =
1

2
+ 𝑟,𝑀𝐻̅̅ ̅̅ ̅ =

1

2
− 𝑥 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑂𝐻𝐶
∆

: 

(1 − 𝑟)2 = 𝑥2 + (1 − 𝑥)2 
Simplificant: 

𝑟2 − 2𝑟 = 2𝑥2 − 2𝑥                                   (1) 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑂𝐻𝑀
∆

: 

(
1

2
+ 𝑟)

2

= (
1

2
− 𝑥)

2

+ (1 − 𝑥)2 

 
Simplificant: 

𝑟2 + 𝑟 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 1                                (2) 
Restant les expressions (1) (2) 
𝑥 = 1 − 3𝑟                                                  (3) 
Substituint l’expressió (3) en l’expressió (1) 

𝑟2 − 2𝑟 = 2(1 − 3𝑟)2 − 2(1 − 3𝑟) 
Resolent l’equació: 

𝑟 =
4

17
 

Aleshores, 𝑥 =
5

17
, 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ =

12

17
  

 
Siga P el centre de la circumferència tangent exterior a la circumferència de centre O, 
tangent interior a un quadrant i tangent exterior a la semicircumferència. Siga s el seu 
radi. 

Siga K la projecció de P sobre el costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Siga L la projecció de P sobre 𝑂𝐻̅̅ ̅̅  

Siga 𝑂𝐿̅̅̅̅ = 𝑦,𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧 

𝑂𝑃̅̅ ̅̅ =
4

17
+ 𝑠, 𝑃𝐿̅̅̅̅ = 𝐻𝐾̅̅ ̅̅ =

7

34
+ 𝑧 

𝑃𝑀̅̅̅̅̅ =
1

2
+ 𝑠, 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ =

12

17
− 𝑦 

𝑃𝐶̅̅̅̅ = 1 − 𝑠, 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ =
1

2
+ 𝑧 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑃𝐾𝑀
∆

: 

(
1

2
+ 𝑠)

2
= 𝑧2 + (

12

17
− 𝑦)

2
                            (4) 

D C

BA

M

5,10 cm

Resultado: 1,20 cm

O

Resultado: 0,55 cm

Resultado: 0,62 cm

P

H
J

I

K

L



Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑃𝐾𝐶
∆

: 

(1 − 𝑠)2 = (
1

2
+ 𝑧)

2
+ (

12

17
− 𝑦)

2
                      (5) 

Restant les expressions (4) i (5) i simplificant: 

𝑧 =
1

2
− 3𝑠                                                      (6) 

𝑂𝑃̅̅ ̅̅ =
4

17
+ 𝑠, 𝑃𝐿̅̅̅̅ = 𝐻𝐾̅̅ ̅̅ =

7

34
+ 𝑧 =

12

17
− 3𝑠 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑂𝐿𝑃
∆

: 

(
4

17
+ 𝑠)

2
= 𝑦2 + (

12

17
− 3𝑠)                             (7) 

Simplificant: 

−8𝑠2 +
80

17
𝑠 = 𝑦2 +

128

289
                                    (8) 

Simplificant l’expressió (4) 

(
1

2
+ 𝑠)

2
= (

1

2
− 3𝑠)

2
+ (

12

17
− 𝑦)                     (9) 

−8𝑠2 + 4𝑠 = 𝑦2 −
24

17
𝑦 +

144

289
                           (10) 

Restant les expressions (9) (10) 

𝑦 =
2

51
+

1

2
𝑠                                                     (11) 

 
Simplificant l’expressió (7) 

(
4

17
+ 𝑠)

2
= (

2

51
+

1

2
𝑠)

2
+ (

12

17
− 3𝑠)                 (12) 

Resolent l’equació: 

𝑠 =
4

33
 

  
La proporció entre els radis és: 
𝑠

𝑟
=
17

33
 

 
  



2229.- A l’interior d’una circumferència de radi R, sobre un diàmetre, 
s’han dibuixat 3 circumferències iguals i tangents de radi 𝑟1. 
S’ha dibuixat dos circumferències de radi 𝑟2 tangents interiors a 
la de radi R i tangents exteriors a dues de les tres 
circumferències de radi 𝑟1. 

S’han dibuixat dues circumferències de radi 𝑟3 tangents interior 
a la de radi R i exteriors a dues de radi 𝑟2. 
 

Calculeu la proporció 
𝑟3

𝑟1
 

 
 
 
Solució: 

Considerem el diàmetre 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  de la circumferència exterior de radi R. 

Siga C el centre de la circumferència de radi 𝑟1 = 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ . 
 
6𝑟1 = 2𝑅 

Aleshores, 𝑟1 =
1

3
𝑅 

 

Siga Q el centre de la circumferència de radi 𝑟2 = 𝑄𝐴̅̅ ̅̅ . 

𝑟2 = 2𝑟1 =
2

3
𝑅 

Siga P el centre de la circumferència de radi 𝑟3 = 𝑃𝑇̅̅̅̅ . 

𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟1, 𝑄𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑟2 + 𝑟3 =
2

3
𝑅 + 𝑟3, 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑅 − 𝑟3 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑄𝑂𝑃
∆

: 

(
2

3
𝑅 + 𝑟3)

2

= (
1

3
𝑅)

2

+ (𝑅 − 𝑟3)
2 

 

Simplificant, 𝑟3 =
1

5
𝑅 

La proporció entre els radis és: 
𝑟3
𝑟1
=
3

5
 

  

A

C

Q

O
P T

B



2230.- Un triangle rectangle està inscrit en una circumferència de 
radi R. 
Siga r el radi de la circumferència inscrita al triangle rectangle. 
Siguen 𝑟1, 𝑟2, els radis de les circumferències màximes 
inscrites ens els segments circulars que formen els catets. 
Proveu que 𝑟 + 2𝑟1 + 2𝑟2 = 𝑅 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el triangle rectangle 𝐴𝐵𝐶
∆

, 𝐴 = 90° de catets 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏, 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐. 
La hipotenusa és igual al diàmetre de la circumferència inscrita. 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑅 
 
Siga I el centre de la circumferència inscrita al triangle rectangle 

𝐴𝐵𝐶
∆

 
El radi és 

𝑟 = 𝐼𝑇̅̅̅ = 𝐴𝑇̅̅ ̅̅ =
𝑏 + 𝑐 − 2𝑅

2
 

 

Siga M el punt mig del catet 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  
 

Siga 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑟1 radi de la circumferència màxima del segment circular 

del catet 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ . 

𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ =
𝑐

2
 

𝑟1 =
𝑅 −

𝑐
2

2
=
2𝑅 − 𝑐

4
 

 
Anàlogament, siga 𝑟2el radi del segment circular referit a l’altre catet. 

𝑟2 =
𝑅 −

𝑏
2

2
=
2𝑅 − 𝑏

4
 

 

𝑟 + 2𝑟1 + 2𝑟2 =
𝑏 + 𝑐 − 2𝑅

2
+ 2

2𝑅 − 𝑐

4
+ 2

2𝑅 − 𝑏

4
= 𝑅 

 
 

A C

B

O

M

P

I

T

2,69 cm

1,06 cm

0,57 cm

0,25 cm Resultado: 2,69 cm


