Problemes de Geometria per a ’ESO 282

2811.- Les tres semicircumferencies tenen diametre 10.
Una recta és tangent a una d’elles.
Calculeu la mesura del segment x.

10 10 10

Soluci6:

A K B L C M D

Siguen els diametres AB = BC = CD = 10

Siguen els centres K, L, M de les tres semicircumferéncies.

Siga PQ = x

Siga T el punt de tangéncia de la recta que passa pel punt 4 i la semicircumferéncia de
centre M.

La mediatriu de la corda PQ passa pel centre L de la semicircumferéncia.

Siga N el punt mig de la corda PQ

A A
Els triangles rectangles ATM, ANL sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:
NL 15
5 25
Aleshores, NL = 3.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PNL:
PN =4
PQ=2-PN=38



2812.- Els diametres dels semicercles son paral-lels.
Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i I'area del
cercle.

Solucio:

Siga la circumferéncia de centre O i radi R.

Siga la semicircumferéncia de diametre AB = 2r i centre P.
Siga la semicircumferéncia de diametre CD = 2s i centre Q
Siga T el punt de tangéncia de les dues circumferéncies:
Les rectes PT i AB s6n perpendiculars.

Les rectes PT, AC sOn perpendiculars.

2ATB = £CTB = 90°

£2BAT = £CDT = 45°

Aleshores, els punts A, T, D estan alineats.

Siga K la projeccio de B sobre la recta CD.
BK =PQ =1r+s5,DK = |r —s|

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BKD:
BD? = (r+s)?>+ (r—s)? =2r?+ 2s?

BD = ./2(r?% + s2)
AT = rV2,DT = svV2,AD = (r + s)V2

A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD:

V2(r? + s2)

= 2R
sin 45°
2 2 + 2
V2 ASY
V2
2
Simplificant:

R?>=1? +52
La proporci6 de les arees és:
1
12,1 2
Sombrejada _ 2 e+ 2 s _ 1
STotal TR? 2




2813.- Siga el triangle de costats 5, 6, 7.

Pel centre de la circumferéncia inscrita s’ha dibuixat
una recta paral-lela al costat que mesura 6 que
divideix el triangle en dues parts (un triangle i un
quadrilater) 5
Calculeu la proporci6 entre les arees de les dues

parts. v\

6
Solucio:
A
Siga el triangle ABC,a =5,b =7,c =6 L c
Siga h = CP altura del triangle sobre el costat AB
Siga I el centre de la circumferencia inscrita de radi IT=r
Siga el segment KL paral-lela a AB que passa per I.
Siga Q la intersecci6 dels segments CP, KL
A
Calculem l'area del triangle ABC e
. _VB 468 _5+6+7 1 p L
ABC = 4 -T2 =3

Resolent les dues equacions:

A T p B

2
T=§\/€,h=2\/g
_ 4

CQ=h—r=§\/3

A A
Els triangles ABC,KLC, sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

SKLC_(h—r>2_<2)2_4
Sage N\ h ) \3/ 9

La proporci6 entre les dues parts és:

4
SkLe SkLc 9 4

SasLk  Sapc = Skic 1 _g 5



2814.- Sobre dues circumferencies tangents de
radis 3, 1, respectivament, s’ha dibuixat el
segment tangent.

Calculeu 'area de la regié ombrejada.

Solucio:
Siguen les circumferéncies de centres 0, P i radis OT = 3,PT = 1.
Siga KL el segment tangent a les dies circumferéncies.
20KL = £PLK =90°
Siga Q la projecci6 de P sobre OK.
0Q = 2,0P = 4,2£0QP = 90°
Aleshores:
£Q0P = 60°
20PL = 120° = 120°
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
0QP:
PQ =23
L’area de la regié ombrejada és igual a I'area del trapezi
rectangle OKLP menys la suma de dos sectors de 60° i
radi 31120°i radi 1:

3+1
Sombrejada = TZ@ - (

1 1 11
gn32 +§n12) = 4\/5—?71



2815.- Donats dos triangles equilaters s’ha dibuixat
un triangle amb el vertex d’'un i els punts migs dels
costats oposats al vertex (veure figura)

Calculeu la proporcié entre les arees del triangle
morat i el triangle equilater groc.

Solucio:
A J—
Siga el triangle equilater ABC de costat AB = a

A -
Siga el triangle equilater BDE de costat BD = b
Siguen M, N els punts migs dels costats BC, DE, respectivament.

Siga F la intersecci6 de les rectes AC i DE
Siga K el punt mig del segment DF

N3 V3
AM = a—-,AK = (a + b)—

RN =~
- 3
MN = b—
3 A
L’area del triangle AMN és igual a la diferéncia entre f
A A
les I’érees dels triangles rectangles AKN i MKN:
V31 143 V3
Samn = (a b)—--a—=—b- a =—a?
\/_ 2 2 22 2 8
3
SaBc = Taz
La proporci6 de les arees és:

SAMN - _
SABC 2




2816.- Siga el triangle isosceles.

Pel centre de la circumferéncia inscrita s’ha
dibuixat una recta paral-lela al costat desigual que
divideix el triangle en dues parts (un triangle i un
quadrilater).

Calculeu cos x.

N

Soluci6:

A
Siga el triangle isosceles ABC,AC = BC C
Siga M el punt mig del costat AB

Siga I el centre de la circumferéncia inscrita de radi IT = IM =r
Siga el segment KL paral-lela a AB que passa per I.

- A
Siga CM = h altura del triangle ABC
A A
L’area del triangle KLC és la meitat de I'area del triangle ABC.
A A
Els triangles ABC, KLC sén semblants i de ra6 v/2: 1

Aplicant el teorema de Tales: K
h—r 1

h V2

Resolent 'equacio:

h = (2 + \/E)r A M
Cl=(1+V2)r
2CIT = £LABC =x
A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ITC:

CT r
COSX = — =v2-1

el (1 +\/§)r



2817.- Siga el quadrat ABCD.
Siga el punt E en el costat CD tal que AE = 5,DE =3
Siga I el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita al

A
triangle ADE.

Siga H el punt de tangéncia al segment AE de la
circumferéncia tangent alhora als costats AB, BC.
Calculeu la mesura del segment HI.

Solucio:

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADE:

AD =4
CE=1
Siga P el punt intersecci6 de les rectes AE, BC.

A A
Els triangles rectangles ADE, PBA sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

ﬁ_BP_AL

5 4 3

Aleshores:

520 25 16
3’ 3

- _—— __ 5
PE = AP — AE = 3
I és el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita al

A
triangle ADE, aleshores:
_ﬁ+ﬁ—ﬁ_5+3—4_

EI 2
2 2 A
H és el punt de tangencia de la circumferéncia inscrita al triangle ABP, aleshores:
__ . __ 20,16
__ AP+BP-AB 3 t3 —4

. 5
Hl =PH—-El—-PE=4—-2——-=—=
373




2818.- L’area del triangle verd és la meitat
del total.
Calculeu l'area del triangle morat.

Solucié:

A
Siga el triangle ABC,a = 12,b =10,c =14
Siga D en el costat AC tal que CD = 6,AD =4

A
L’area del triangle ABC és:
S = \/36-146-12-8 — 24\/8

A
L’area del triangle DEC és la meitat de 'area del

A
triangle ABC
1
Spgc ==S
DEC 2

Dos triangles que tenen la mateixa altura les
arees son proporcionals a les bases:

Sapc = ESDEC = 55

11 1
= — | — — = — :4-
Sage =S (25+3s) =S V6

S/6




2819.- Un quadrat esta inscrit en una circumferencia i un
altre quadrat esta circumscrit a la mateixa circumferencia
de manera que els seus vértexs es troben en les
continuacions dels costats del primer. Determineu la
mesura de I'angle x entre els costats d’aquests quadrats.
Jocs Olimpics de Geometria de Moscou)

Solucio:
Siga el quadrat KLMN de costat KL = 1 inscrit en la
circumferéncia
Siga el quadrat ABCD de costat AB = KM = /2 circumscrit a
la circumferéncia.
Siga £NCD = x angle que formen els dos quadrats.
SigaDN =CM = a

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DNC:
2=a’+(1+a)?
Resolent I'equacio:

-1++3

=72

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle DNC:

-1++3
. X 2 \/g—\/i i 15°
sinx = —= = = sin
V2 V2 4

x = 15°




2820.- Determineu la proporcio entre les arees de la part
ombrejada (cercles inscrits en quadrats)i el total (cercle
exterior).

Solucio:

Siga R el radi de la circumferéncia exterior de centre 0.
Siga P el centre de la circumferéncia de radir = PL
Siguen A4, B, C vértex dels quadrats continguts en la circumferéncia exterior.
2ACB = 45°

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMB:

AB = V17 A M
A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC: /
rv17
- = 2R P
sin 45° L 0

- 17 K /
La proporci6 de les arees és:
Sombrejada _ 3 mr? 3r? _ 6

=17 B

Stotal T[RZ N gr-Z

2



