Problemes de Geometria per a ’ESO 286

2851.- Tres circumferéncies son
tangents a una recta i tangents
exteriors dos a dos.

Determineu la relacio entre els radis
de les tres circumferencies.
Prefectura de Gunma

Solucio:
Siga la circumferencia de centre A i radi AK = a
Siga la circumferencia de centre B i radi BM = b

Siga la circumferéncia de centre C i radi CL = ¢

Siga P la projeccié de B sobre AK
Siga Q la projecci6 de C sobre AK

Siga S la projecci6 de C sobre BM B

SigaLK =e¢,BP=MK =d \
S

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle BPA:
4ab = d?

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CQA:
4ac = e?

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CSB:
4bc = (d — e)?
Substituint les dues primeres expressions en la tercera:
4bc = 4ab + 4ac — 8avbc
bc = ab + ac — 2aVbc
2avbc = ab + (a — b)c
Elevant al quadrat:
4a%bc = (ab)? + (a + b)?c? + 2abc(a — b)
(a + b)%c? — 2ab(a + b)c + (ab)? =0
Resolent 'equaci6 en la incognita c:
ab

c=—0

2(a+b)
O bé:
2(ac + bc) = ab



2852.- Dues circumferencies tangents de
radi R sén tangents a una recta.

Dos vertexs d’un quadrat toquen les dues
circumferéncies i els altres dos estan sobre
la recta.

Determineu el costat ¢ del quadrat en
funci6é de R

Prefectura de Okayama

Solucio: o
Siga el quadrat ABCD de costat AB = ¢
Siga M el punt mig del costat AB

Siga la circumferéncia de centre 0 iradi 0D = OT = 0Q = R

Siga P la projecci6 de D sobre OT.
_ _ 1
OP=R—c,PD=R-c

Aplicant el teorema de Pitagores al

A
triangle rectangle OPD:

1 2
R*=(R—-0)*+ (Ec)
Simplificant:
5¢2—12Rc+4R? =0

Resolent I'equacio:
2
==R
‘T5



2853.- Calculeu la proporcio entre 'area ombrejada i
I'area de ’hexagon regular exterior.

Els vertexs marcats dels triangles sén punts migs dels
costats de I’hexagon.

Soluci6:

Siga I'nexagon regular ABCDEF de costat AB = ¢ de centre 0.
Siguen K, M, N punts migs dels costats AF,EF,DE, respectivament.
Siga P el punt mig del segment MN

1 1 __ 143 3
P=—FM =—c, N=—£c=£c
2 4 2 2 4
BP =2 ﬁ—7 0_—3
=« —30Y T

A A
Els triangles MNB, LJB s6n semblants.
AEIicant el teorema de Tales:

I 1
V37
2¢ 4
_ 243
]=7

1 5v3
KL=—(KI—L])=FC
La proporci6 de les arees és:

ler opilp.pp 5Y3.3,12V3
SABCDEF V3, 3V3 84

6-7¢ W



2854.- Calculeu la proporcio entre les arees verda i
morada.

Solucio: o

Siga el quadrat ABCD de costat AB = c i centre 0.
B 2

AO = AT = gc

Siga PO = r radi de la circumferéncia morada.

A
La circumferéncia esta inscrita al triangle rectangle ABD

c+c—cv2 2-2
= = C

r 2 2

Siga el quadrant de centre D i radi DT = s
V2 2-V2

S=¢C 2 Cc = ) C

Notem quer = s

La proporci6 entre les arees és:

1 .2
Sverda _Z.ZT[.S _1

Smorada 2m - 72 4




2855.- Donat el trapezi ABCD de costats

i Ly X C
paral-lels AB = x,CD = 4 i costats no D4
%ral-lels_
BC=15,AD=8,iA+B=90°_ 15
Calculeu la mesura del costat AB = x 8
A X
Solucié:
D 4 C
15
8
A K E B

Siguen A =a,B =90°—«a

Siga K la projeccio de D sobre el costat AB

Tracem pel punt D una paral-lela al costat BC que talla el costat AB en el punt E.
2ADE = 90°

DE=BC=15BE=CD =4

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADE:
AE =17
x=AB=AE+BE =17+4=21



2856.- Calculeu la proporci6é entre I'area del cercle
ombrejat i I'area del cercle exterior.

Solucié:

Siga la circumferencia de centre O circumscrita a I'nexagon regular ABCDEF de radi

OF =R

AF =R

Siga el quadrat AKLM.

Siga la circumferencia inscrita al quadrat AKLM de radi

PQ =r F
AM = 2r
£FAM = 15°, £MFA = 120°, £FMA = 15° "
A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AFM:
R _ 2r
sin45°  sin 120°
r V3 A
R 2v2

La proporci6 de les arees és:
2
Sp (% _(V3Y) _3

5= (® =<ﬁ> "8

8

ZN




2857.- Calculeu la proporcio6 entre els radis dels dos
tipus de circumferencies.

Solucio: o
Siga el quadrat ABCD de costat AB = c. D N

Siga 0 el centre de la circumferencia gran de radi

OT =R L P

Siguen M, N els punts migs dels costats AB, CD, 0

respectivament. L

Siga K la projeccié de O sobre el costat AB

Siga OK = a

_ S -1

A0 :c—R,OB:c+R,BM:Ec

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
A

AKO:.

a’? = (c —R)?—R?

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
A

BKO:

a? = (c + R)? — (c — R)?

Igualant les expressions i simplificant:

Simplificant:
R 1

Siga P el centre de la circumferéncia menuda de radi PN = r

_ _ ___ 1
PM=c—r,AP=c+r1,A =EC

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMP:

(c+r)2=(c—1)+ (lc)2

2
Simplificant:
_ 1
r = 16 Cc

La proporci6 entre els radis és:

T
R 8



2858.- Donat el pentagon regular s’han dibuixat el
guadrat blau i el triangle roig de la figura.

Determineu la proporcio6 entre I'area del quadrat i dues
vegades l'area del triangle.

Solucio: o
Siga el pentagon regular ABCDE de costat AB = ¢
Siga el quadrat BKLM de costat BL = %c D

L’area del quadrat és:

_ .2
SpLkm = ZC

/KBC = 18° E c
1

e Z_AM_1 .

ST = % TAD 20 2

A
L’area del triangle BCK és:

2

1
SBCK = EC -=c-sin18° =

2 TN A M
La proporci6 de les arees és:
SBLKM _ Z _ CD _ 1 + \/g
2-Spek 5. L2

8d



2859.- Donat el pentagon regular s’han dibuixat
el quadrat blau i el triangle roig de la figura.
Determineu la proporcio entre I'area del
quadrat i 'area del triangle.

Solucio:

Siga el pentagon regular ABCDE de costat AB = ¢
Siga el quadrat ABKL de costat AB = ¢

L’area del quadrat és:

SBLKM=CZ
2KBC = 18°

1
] 18°—7—AM— 1
SIS =% =70 T 20

A
L’area del triangle BCK és:

1 . )
Seck =Ec-c-sm18°=

—C
4P
La proporci6 de les arees és:
S
AL — =49 =2(1++5)

SBCK

g|b—\| =




dos cercles tangents que tenen la suma d’arees

2860.- En linterior d’un triangle equilater s’ha dibuixar
Calculeu la proporcié de ri el radi de la circumferéncia @

minima.
El radi de la menuda és r.

circumscrita al triangle equilater.

Solucio:

A -
Siga el triangle equilater ABC de costat AB.
Siga M el punt mig del costaat AB

Siga la circumferéncia circumscrita al triangle equilater de centre O i radi

V3
R:?C

Siga la circumferéncia de centre P i radi PM = r
S_iga la circumferéncia de centre Q iradi QT = s

CQ =2s
- - 3 3
CM:2T+3S,CM=£C —
23 2
7R—2T

S =

L’area dels les circumferéncies de radis r, s és:
9R? + 1612 — 24Rr>

S = 12 2 — 2
re + s n(r + 36

S= %(5%2 — 24Rr + 9R?)

La funcio és una parabola.
El minim de la funci6 s’assoleix quan:

24 3
"T85 13

Notem també que E = %




