
Problemes de Geometria per a l’ESO 288 
 
 
 
 
2871.- En un rectangle de costats  8, 9 s’han dibuixat dues 
circumferències tangents iguals i tangents cadascuna d’elles 
a dos costats del rectangle. 
Calculeu l’àrea de la regió ombrejada. 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga e rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costats 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 8, 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 9 
Siguen les circumferències iguals de centres 𝑃, 𝑄 i radi 𝑟. 
Siga el paral·lelogram 𝐾𝐿𝑀𝑁. 

La recta perpendicular al costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  que passa per 𝑃 i la recta 

perpendicular al costat 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  que passa per 𝑄 es tallen en el punt 𝑂. 

𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 9 − 2𝑟, 𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 8 − 2𝑟, 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2𝑟 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑂𝑃𝑄
∆

: 

4𝑟2 = (9 − 2𝑟)2 + (8 − 2𝑟)2 
Simplificant: 

4𝑟2 − 68𝑟 + 145 = 0 
Resolent l’equació: 

𝑟 =
5

2
 

L’àrea del rectangle 𝐾𝐿𝑀𝑁 és: 

𝑆𝐾𝐿𝑀𝑁 = 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 − (2 · 𝑆𝐴𝐾𝑁 + 2 · 𝑆𝐾𝐵𝐿) = 8 · 9 − ((
5

2
)

2

+
13

2
·

11

2
) = 30 
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2872.- Calculeu la proporció entre les àrees de 
la suma dels quatre semicercles ombrejats i el 
semicercle exterior. 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el semicercle de centre 𝑃 i radi 𝑃𝐿̅̅̅̅ = 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑟 
Siga el semicercle exterior de centre 𝑂. 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐾𝐿𝑂
∆

: 

𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑟√5 radi del semicercle exterior. 
 

Siga el semicercle de centre 𝑄 i radi 𝑄𝐿̅̅̅̅ = 𝑄𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑠 

𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟√5 − 𝑠 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑄𝐿𝑂
∆

: 

(𝑟√5 − 𝑠)
2

= 𝑟2 + 𝑠2 

Simplificant: 

4𝑟2 − 2√5𝑟𝑠 = 0 
Resolent l’equació: 

𝑠 =
2√5

5
𝑟 

La proporció entre les àrees de la suma dels quatre semicercles ombrejats i el 
semicercle exterior és: 

𝜋𝑟2 + 𝜋𝑠2

1
2

𝜋(𝑟√5 )
2

=
1 +

4
5

1
2

· 5
=

18

25
 

 
  

1,37 cm

Resultado: 3,06 cm

Resultado: 1,22 cm
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2873.- Siga el triangle rectangle 𝐴𝐵𝐶
∆

, 𝐴 = 90° 
Siga 𝐴𝐻̅̅ ̅̅  altura del triangle. 
Les quatre circumferències ombrejades són iguals. 

Calculeu 
𝑎

𝑏
 

 
 
 
 
 
Solució: 

Siiga 𝑂 el centre de la circumferència inscrita al triangle rectangle 𝐴𝐻𝐶
∆

 de radi 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑟 

Siga 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = ℎ, 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑎 
 

Els triangles rectangles 𝐴𝐻𝐶
∆

, 𝐵𝐴𝐶
∆

 són semblants. 
𝑥

𝑏
=

𝑏

𝑎
,
ℎ

𝑏
=

𝑐

𝑎
 

Aleshores: 

𝑥 =
𝑏2

𝑎
, ℎ =

𝑏𝑐

𝑎
 

El radi de la circumferència inscrita al triangle rectangle 

𝐴𝐻𝐶
∆

 és: 

𝑟 =
𝑥 + ℎ − 𝑏

2
 

Pels punts de tangència de les circumferències tangents interiors al triangle  𝐴𝐻𝐵
∆

 

tracem perpendicular al costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Els triangles rectangles 𝐴𝐻𝐶
∆

, 𝐴𝑀𝑁
∆

, 𝐵𝐾𝐿
∆

 són iguals. 

𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑥, 𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑟, 𝐵𝐾̅̅ ̅̅ = ℎ 
 
𝑐 = 𝑥 + 2𝑟 + ℎ 

𝑐 = 2𝑥 + 2ℎ − 𝑏 

𝑐 + 𝑏 = 2
𝑏2

𝑎
+ 2

𝑏𝑐

𝑎
 

𝑐 + 𝑏 = 2
𝑏

𝑎
(𝑐 + 𝑏) 

Simplificant: 
𝑎

𝑏
= 2 
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2874.- Calculeu la proporció entre les àrees de 
la suma dels sis semicercles ombrejats i el 
semicercle exterior. 
 
 
 
Solució: 

Siga el semicercle de centre 𝑃 i radi 𝑃𝐿̅̅̅̅ = 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑟 
Siga el semicercle exterior de centre 𝑂. 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐾𝐿𝑂
∆

: 

𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑟√5 radi del semicercle exterior. 
 

Siga el semicercle de centre 𝑄 i radi 𝑄𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑠 

𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟 + 𝑠 
Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 

rectangle 𝑁𝑀𝑂
∆

: 

𝑅2 = (𝑟 + 𝑠)2 + 4𝑠2 
Simplificant: 

5 𝑠2 + 2𝑟𝑠 − 4𝑟2 = 0 
Resolent l’equació: 

𝑠 =
−1 + √21

5
𝑟 

 

Siga el semicercle de centre 𝑆 i radi 𝑆𝐹̅̅̅̅ = 𝑆𝐺̅̅̅̅ = 𝑡 

Siga 𝑎 = 𝑟 + 𝑠 =
4+√21

5
𝑟 

𝑂𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑎 + 𝑡 
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐺𝐹𝑂
∆

: 

𝑅2 = (𝑎 + 𝑡)2 + 4𝑡2 
Resolent l’equació: 

𝑡 =
−𝑎 + √−4𝑎2 + 5𝑅2

5
=

−4 − √21 + √477 − 32√21

25
𝑟 

La proporció d’àrees és: 

𝑟2 + 𝑠2 + 𝑡2

1
2 𝑅2

≈ 0.664256 

 
 
 
  

1,16 cm

Resultado: 0,83 cm

Resultado: 0,44 cm

2,00 cm
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2875.- En la figura les tres circumferències verdes són iguals i 
tangents cadascuna d’elles a una circumferència exterior i a 
dos arcs. 
Determineu la proporció entre els radis dels dos tipus de 
circumferències. 
Prefectura de Yamagata 
 
 
Solució: 

Siga la circumferència exterior de centre 𝑂 i radi 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑅 

𝑇𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑅 

Siga la circumferència de centre P i radi 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟 
∠𝑃𝑂𝑇 = 120° 
𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑅 + 𝑟, 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑅 − 𝑟 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 𝑂𝑃𝑇
∆

: 

(𝑅 + 𝑟)2 = (𝑅 − 𝑟)2 + 𝑅2 − 2"(𝑅 − 𝑟)𝑅 · cos  120° 
Simplificant: 

2𝑅2 = 5𝑅𝑟 
Aleshores: 
𝑟

𝑅
=

2

5
 

 
  

120

120

O
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2876.- En la figura el costat del triangle 
equilàter és 1. 
El triangle rectangle té el catet vertical igual a 
l’altura del triangle equilàter. 
Calculeu el radi de les tres circumferències 
ombrejades. 
Prefectura Yamagata 
 
Solució: 

Siga el triangle equilàter 𝐴𝐵𝐶
∆

 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 1 

Siga el triangle rectangle 𝐴𝐵𝐷
∆

, 𝐵 = 90°, 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐹̅̅̅̅ =
√3

2
 

Siga 𝐸 la intersecció dels dos triangles. 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐴𝐵𝐷
∆

: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ =
√7

2
 

Siga 𝛼 = ∠𝐷𝐴𝐵 

sin 𝛼 =
√21

7
, cos 𝛼 =

2√7

7
 

sin(60° − 𝛼) =
√3

2

2√7

7
−

1

2

√21

7
=

√21

14
, sin(60° + 𝛼) =

√3

2

2√7

7
+

1

2

√21

7
=

3√21

14
 

Siga la circumferència de centre 𝐾 i radi 𝐾𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑟. Siga 𝐶𝐸̅̅̅̅ = 𝑥, 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑦 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 𝐴𝐶𝐸
∆

 
𝑥

sin (60° − 𝛼)
=

1

sin(60° + 𝛼)
,

𝑦

sin 60°
=

1

sin(60° + 𝛼)
 

Aleshores, 𝐶𝐸̅̅̅̅ = 𝑥 =
1

3
, 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑦 =

√7

3
 

L’àrea del triangle 𝐴𝐶𝐸
∆

 és 

1

2
· 1 ·

1

3
·

√3

2
=

1

2
𝑟 (1 +

1

3
+

√7

3
) 

Resolent l’equació:  

𝑟 =
4√3 − √21

18
 

Siga la circumferència de centre 𝐿 i radi 𝐿𝑄̅̅̅̅ = 𝑠 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅ =
2

3
, 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ =

√7

6
 

L’àrea del triangle 𝐵𝐷𝐸
∆

 és 

1

2
·

2

3
·

√3

2
·

1

2
=

1

2
𝑠 (

2

3
+

√3

2
+

√7

6
) 

Resolent l’equació:  

𝑠 =
√21 + 2√3 − 2√7 − 1

12
 

Siga la circumferència de centre 𝑀 i radi 𝑀𝑇̅̅̅̅̅ = 𝑡 

L’àrea del triangle 𝐴𝐵𝐸
∆

 és 

1

2
· 1 ·

2

3
·

√3

2
=

1

2
𝑡 (1 +

2

3
+

√7

3
) 

Resolent l’equació:  

𝑡 =
5√3 − √21

18
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1,50 cm

3,98 cm

Resultado: 3,98 cm

r= 0,59 cm

Resultado: 0,59 cm

s= 0,66 cm
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t=1,02 cm
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2877.- Cinc circumferències iguals de radi 𝑟 estan en l’interior d’un 

quadrat de costat 𝑐 
Calculeu  
𝑟

𝑐
 

Prefectura de Hyogo 
 
Solució: 

Siga el quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 

Siguen 𝐽, 𝐾, 𝐿 centres de tres circumferències de de radi 𝐽𝑇̅̅ ̅ = 𝑟 

Siga 𝑀 el punt mig del segment 𝐽𝐾̅̅ ̅ 
 

𝐽𝐿̅ = 2𝑟, 𝐽𝑀̅̅ ̅̅ =
𝑐

2
− 𝑟, 𝐿𝑀̅̅ ̅̅ = 𝑐 − 4𝑟 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐽𝑀𝐿
∆

 

4𝑟2 = (𝑐 − 4𝑟)2 + (
𝑐

2
− 𝑟)

2

 

Simplificant: 

13𝑟2 − 9𝑐𝑟 +
5

4
𝑐2 = 0 

Resolent l’equació: 
𝑟

𝑐
=

5

26
 

 
L’empaquetament òptim (màxim radi) en un quadrat de cinc cercles és: 

 
La proporció del radi i el costat és: 

𝑟

𝑐
=

√2 − 1

2
 

 
 
  

c= 3,16 cm Resultado: 0,61 cm

A B

CD

L

J

K
T

M

Resultado: 0,65 cm

c= 3,16 cm Resultado: 0,61 cm
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2878.- En una circumferència s’ha dibuixat 5 
circumferències. 
Les tres roges iguals i les altres dos iguals i tangents 
interiors. 
Calculeu la proporció entre els radis. 
Prefectura de Hyogo 
 
 
 
Solució: 

Siga 𝑂 el centre de la circumferència de radi 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑅 

Siga 𝑃 el centre de la circumferència de radi 𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑟 

Siga Q el centre de la circumferència de radi 𝑄𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑠 

Siga O el centre de la circumferència de radi 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑠 
 
Notem que 2𝑟 − 𝑠 = 𝑅 

𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑟 − 𝑠, 𝑂𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑅 − 𝑠 = 2𝑟 − 2𝑠, 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟 + 𝑠 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑃𝑂𝑄
∆

 

(𝑟 + 𝑠)2 = (𝑟 − 𝑠)2 + 4(𝑟 − 𝑠)2 
Simplificant: 
𝑟 + 𝑠

𝑟 − 𝑠
= √5 

Resolent l’equació: 

𝑠

𝑟
=

3 − √5

2
 

𝑅 = 2𝑟 −
3 − √5

2
𝑟 

𝑅

𝑟
=

1 + √5

2
= Φ 

 
𝑅

𝑠
= 2 + √5 

 
 
  

4,18 cm

1,87 cm6,05 cm
3,74 cm

O

T

P
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A
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2879.- El radi de les cinc 
circumferències verdes tangents als 
costats del trapezi és r, calculeu el radi 
dels altres tres tipus de 
circumferències. 
Prefectura de Gunma 
 
 
 
Solució: 

Siguen les circumferències de centres 𝑂, 𝑃 i radis 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐿̅̅̅̅ = 𝑟 

Siga 𝑇 el punt de tangència de les dues circumferències. 

Siga 𝐿 el punt mig del segment 𝐾𝐿̅̅ ̅̅  

Siga la circumferència de centre U i radi 𝑈𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑠 

𝑇𝑈̅̅ ̅̅ = 𝑟 − 𝑠, 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑟, 𝑂𝑈̅̅ ̅̅ = 𝑟 + 𝑠 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑂𝑇𝑈
∆

: 

(𝑟 + 𝑠)2 = 𝑟2 + (𝑟 − 𝑠)2 
Resolent l’equació: 

𝑠 =
1

3
𝑟 

 

Siga la circumferència de centre 𝑉 i radi 𝑉𝑊̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑡 
Siga 𝑍 el punt de tangència de la circumferència de centre 𝑂 i 
el costat no paral·lel del trapezi. 

𝑂𝑋̅̅ ̅̅ = 2 · 𝑂𝑍̅̅ ̅̅ = 2𝑟 

𝑋𝑊̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟 

𝑡 = 𝑉𝑊̅̅ ̅̅ ̅ =
1

3
𝑋𝑊̅̅ ̅̅ ̅ =

1

3
𝑟 

 
Siga la circumferència de centre Q i radi r. 

Siga la circumferència de centre X i radi 𝑋𝐽̅̅ ̅ = 𝑥 

El centre 𝑋 és el baricentre del triangle equilàter 𝑂𝑃𝑄
∆

 de costat 

𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 2𝑟 

𝑂𝑋̅̅ ̅̅ =
2

3
√3𝑟 

𝑥 = 𝑋𝐽̅̅ ̅ =
2

3
√3𝑟 − 𝑟 =

−3 + 2√3

3
𝑟 
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U
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T

X

O
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W

Z

Q
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2880.- Donat un quadrat de costat 2𝑎 dibuixen un 
semicercle sobre el costat inferior com diàmetre. 
Construïm una circumferència de radi 𝑅 de centre la 
mediatriu del diàmetre del semicercle i tangent al costat 
superior. 
Tres circumferències de radi 𝑟 són tangents a la 
semicircumferència i a la circumferència anterior. 
Calculeu la proporció entre els radis dels dos tipus de 
circumferència. 
Prefectura d’Iwate. 
 
Solució: 

Siga el quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑎 i centre 𝑂. 

Siguen 𝑀, 𝑁 els punts migs dels costats 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ , respectivament. 

Siga la circumferència de centre 𝑃 i radi 𝑃𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑟 

Siga la circumferència de centre 𝑄 i radi 𝑄𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑠 
 

Siga 𝐾 la projecció ortogonal de 𝑄 sobre 𝑃𝑀̅̅̅̅̅. 
2𝑟 = 𝑎 + 2𝑠 
 

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑟 + 𝑠 =
𝑎

2
+ 2𝑠, 𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 − 𝑠, 𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅, 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ = 2𝑎 − 𝑟 − 𝑠 =

3𝑎

2
− 2𝑠 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑄𝐾𝑀
∆

: 

𝑄𝐾̅̅ ̅̅ 2 = (𝑎 − 𝑠)2 − 𝑠2 = 𝑎2 − 2𝑎𝑠 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝑃𝐾𝑄
∆

: 

𝑄𝐾̅̅ ̅̅ 2 = (
𝑎

2
+ 2𝑠)

2

− (
3𝑎

2
− 2𝑠)

2

= −2𝑎2 + 8𝑎𝑠 

Igualant les dues expressions: 

𝑎2 − 2𝑎𝑠 = −2𝑎2 + 8𝑎𝑠 
Resolent l’equació: 

𝑠 =
3

10
𝑎 

Aleshores, 𝑟 =
4

5
𝑎 

La proporció entre els radis dels dos tipus de circumferència és: 
𝑠

𝑟
=

3

8
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Resultado: 1,58 cm
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