Problemes de Geometria per a ’ESO 291

2901.- Dins d’una circumferéncia de radi R s’ha
dibuixat 1 quadrat, 4 triangles equilaters sobre
els costats del quadrat i 4 circumferéncies
tangent a la circumferéncia exterior i tangent als
costats del triangle.

Calculeu el radi d’'aquestes 4 circumferéncies.
Prefectura Okayama.

Solucio:
Siga 0 el centre de la circumferéncia exterior de radi R.

Siga P el centre de la circumferéncia menuda (superior dreta).
Siga B el punt de tangencia de les dues circumferencies.

Siga C el vertex (superior dreta) del quadrat.

Siga A el vértex, exterior al quadrat, del triangle
equilater.

R =04

Sigar = PB = PC el seu radi.

Siga T el punt de la circumferéncia de radi r i el
costat del triangle CD.

Siga c el costat del quadrat.

Siga M el punt mig del costat superior del quadrat.
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Resolent 'equacioé en la incognita c:
c=(V3-1)R

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

R S RO 8

o

A
rectangle OMC:

N A ]
0C=—c=—>—R

Notem que 2ACD = 150°,2CAD = 15°.
Aleshores, 2CPT = 15°.
PC=CB—-0C—-PB
V6 -2
———R
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Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle CPT.

r V6 +2
=cos15°= —
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Resolent 'equacio en la incognita r:
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PC=R- -r
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2992 - Siga el triangle rectangle isosceles ABC d’hipotenusa BC.
Siguen els punts D del catet AB, i E del catet AC tals que:

. 3____ 3__
AC = ZAB,AE = ZAC
La paral-lela a AC que passa per D talla BC en G, i la paral-lela a AB que passa per E

talla BC en F.
Si I'area del trapezi DEFG és igual a 10, calculeu la longitud dels catets del triangle

A
ABC.
Solucii’: o -
Siga CE = BD = x, AE = AD = 3x
1 2 (1 2 1, 5.,
Sperc = Sapc — (Sape + 2 Sgpp) = 5(490 - (5(390 +2->x ) = Ex

. 2
—x2=10

2" c
Resolent I'equacio:

x=2

A
El catet del triangle ABC és:
AB=4x=8
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2903.- En el triangle ABC determinem el punt P sobre el costat AB de forma que
PC = PB, 2APC = 110°,£ACP = 28°

A
Calculeu la mesura dels angles interiors del triangle ABC.

Solucié:
A = 180° — (£APC + £ACP) = 180° — (110° + 28°) = 42°

A
Els triangles PBC és isosceles.
Siga £PCB = 4PBC = a
2aa = LAPC = 110°
Aleshores:
a = B = 55°
C =28°+a=83°
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2904.- En el triangle ABC determinem el punt P sobre el costat AB de forma que AC €s
perpendicular a CP i PC = PB

A
Si A = 24° calculeu la mesura dels angles interiors del triangle ABC.

Solucio:
ZAPC = 90° — 24° = 66°

A
Els triangles PBC és isosceles. C
Siga £PCB = 4PBC = «
2a = LAPC = 66°
Aleshores:
a =B = 33° H
C=90°+a=123 A a 5




2905.- En la figura el costat del triangle equilater és 1 i un
triangle rectangle isosceles.
Calculeu el radi de les tres circumferencies ombrejades.

Solucio:
A -
Siga el triangle equilater ABC de costat AB =1

A
Siga el triangle rectangle ABD,B = 90°,BD = AB =1
Siga E la interseccio dels dos triangles.
Siguen CE = x,AE = y
£CAE = 15°

A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACE:
x 1 Y
sin15°  sin75°  sin 60°
x=2-+3
3v2 -6
vy
Siga la circumferéncia de centre K i radi KP = r.

A
L’area del triangle ACE és

1 V3 1
E-l-x-T—Er(1+x+y)

2V3-3=(6-2V3+3V2—V6)r

Resolent I'equacio:

2v3-3 V2+2V3-v6-2
r = =
6 —2V3+3vV2 -6 4

_ _ — —V2++6
1315:1—x=—1+x/§,AD=\/§,DE=\/Z—y=T
Siga la circumferéncia de centre Liradi LQ = s
2EBD = 30°

A
L’area del triangle BDE és
1 11 —V2++6
E-1-(—1+\/§)-E—§s<1—1+\/§+T>
Resolent 'equacio:

-1++3 5v2+4vV3-3V6 -6
S = =
23 -V2++6 4 _

Siga la circumferencia de centre M i radi MT =t

A
L’area del triangle ABE és
1 V3 1 3v2 -6
5-1-(—1+\/§)‘7=§t<1—1+\/§+7>

Resolent 'equacio:
L 3-3 _V2-6+2
2v3 +3V2 -6 4




2906.- Donat un dodecagon regular de costat 1
s’han dibuixat dos quadrats.
Calculeu les mesures dels segments a, b, ¢, d

Solucio:

Siga el dodecagon regular ABCDEFGHIJKL de
costat AB = 1

Siguen els quadrats ABMN, MDPQ.

/MBC = £ABC —90° = 60°,BM = BC =1

A
Aleshores, el triangle BCM és equilater.
CM =1,2MCD = £BCD — 60° = 90°

A
Aleshores el triangle MCD és rectangle i isosceles.

Aplicant el teorema de Pitagores:
DM =2

A, N, H estan alineats.

B, M, G estan alineats.

LNAM = £HAE = 45°
Aleshores, 4, M, E estan alineats.
2AGB = 15°

£LBMD = 60° + 45° = 105°

La recta NM talla el costat CD en el punt T.
£DMT = £BDM — 90° = 15°
2LQMG = £DMT = 15°

A
Aleshores el triangle MQG és isOsceles:
a=0QG=MQ =12
2LNDC = LDC = 45°
Aleshores, L, M, D estan alineats.
2LDC = LDI = 45°
Aleshores, D, Q, I estan alineats.
2JID = 90°
2IGA = 60°,21QG = 75°

A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle 1QG

b V2

sin 60° - sin 45°
b=+3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle JI1Q:
c=0Q] =2,21]Q = 60°
LIJE = 60°
Aleshores, J, Q, E estan alineats.
2KJQ =90°

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle KJjQ:

d=KQ =5

N




2907.- En un rectangle s’han dibuixat tres &
circumferéncia i un quadrant.

Calculeu la proporcié entre les arees dels cercles
ombrejats.

Solucio: L
Siga la circumferéncia de centre O iradioT =0/ =r
Siga el rectangle ABCD de costats AB = 3r,AD = 2r

[lw

Siga la circumferéncia de centre P i radi PH = s
Siga K la projecci6é de P sobre DT A
OP=r+s,0K=PK=r—s
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle
A
rectangle OPK
r+s=(@—-s)2
Resolent I'equacio:
s = (3 - 2\/5)7‘
Siga la circumferéncia de centre Q i radi
QG =t
Siga F la projecci6 de Q sobre 0]
Siga E la projeccié de Q sobre AD E
Sigaa =DG,JG =2r —a - Q
AQ =2r+t,AE =2r—t D G

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle AEQ:
Ar?2 + 2 +4rt = 4r? + t2 — 4rt + a?
Simplificant:
a’? = 8rt
0Q0=r+tO0E=r—t

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QEO:
r2+t24+2rt=r2+t?2-2rt +4r? + a® — 4ra
Simplificant:
Art = 4r%> + a? —4ra
4rt = 4r? 4+ 8rt — 4ra
a=r+t

(r+t)?> =8rt

t?—6rt+1r2=0

Resolent 'equacio:

t=(3-2V2)r

Les dues circumferéncies ombrejades son iguals.
La proporci6 de les arees és 1.



2908.- En un quadrant s’han inscrit 3 quadrats iguals.
En cada quadrat s’ha inscrit un triangle equilater.

En cada triangle equilater s’ha inscrit el cercle inscrit.
Calculeu la proporcié entre la suma de les arees dels
tres cercles i I'area del quadrant.

Solucio: L
Siga el quadrat de centre O iradi OA =r
Siga el quadrat CDEF de costat CD = ¢ B
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ODC: D
r? = 5¢? T
A L P
Siga el triangle equilater DKL de costat DK = d, 2EDK = 15°
A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle DEK: E
K
c 150 = V2 ++/6
d = COS = 7
V5(v6 — 2)
d=———7-—7"—r
Siga la circumferéncia de centre P iradi s = PT o)
V3 3vV10-+/30
ST YT T 30 7

La proporci6 entre la suma de les arees dels tres cercles i I'area del quadrant és:
5 o (3VI0=V30 )’
30 _4(2-v3)

~ 0.2144
5

%m‘z



2909.- Sobre I'exterior de tres costats consecutius
d’'un hexagon regular s’han dibuixat tres quadrats.
Determineu la relacio entre els segments a, b, c.

Solucio:

Siga I'nexagon regular ABCDEF de centre O i costat AB = ¢

Siguen els quadrat CDGH, ABLK, BCHI.

El dodecagon regular de centre 0 que passa pel vertexs G passa pels vertexs
G,H,I, L, K del quadrat.

2KGI = 30° £GKL = 60°

Siga P la intersecci6 de les rectes KL, GI

A
El triangle GKP és rectangle.

Notemque b +c=a



2910.- El quadrat de la figura de costat 6.

Cada costat de la figura s’ha dividit en tres parts iguals.
Calculeu el radi de la circumferéncia que passa pels vuit
punts en que queden dividis els costats.

Solucio:

Siga el quadrat ABCD de costat AB = 6 de centre 0.
El punt O és centre de la circumferéncia que passa pels punts E,F,G,H,1,],K, L, que
divideixen els costats en tres parts iguals.

Siga OF = R radi de la circumferéncia.

EF =2 D J C
Siga M el punt mig del costat AB
OM =3,MF =1
A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMF: K H
R*=32+1? O
R =+10

L G

M:
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