Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria per al’lESO 30

291.- Els arcs AQRS, QOR tenen diametres PS, QR ,
respectivament. Q i

Si PS = 4. Calculeu l'area de la regié ombrejada.
UKMT intermediate Mathematical Challenge 2006 ,

problema 21.
P o)
Solucio:
O és el centre de la semicircumferéncia de diametre PS .
OP =OR =2.
Siga M el punt mig del segment 6!5 gue és el centre de la
semicircumferéncia de diametre. Q \R
Siga MO = MR =t , el seu radi. M
Aplicant el teorema de Pitagores al triangles rectangle OI\?IR :
2r2 =4, P o

r2=2.

D
Notem que PQOR =90° ja que DMOR =45° per ser OMR rectangle i isosceles.

L’area ombrejada esta formada per un semicercle de diametre QR i un quart de cercle

— D
de centre O iradi OR =2, menys l'area del triangle QOR.

Sombrejadao =%(pr2)+%(p22)' -2—22— =2p- 2.
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292.- Siga el quadrat ABCD. A B =
Siga M el punt mig del costat CD.
Siga P en la prolongacio del costat AB tal que BP =2:AB.
Siga Q la intersecci6 dels segments AC, BM. Q R
El segment PQ talla el costat BC en el punt R. 5
. _ CR Mec
Determineu la proporcio =
Posamentier. Challenging Problemes in Geometry. Problema 8.15.
Solucio 1: A N 5 P

Siga AB =c costat del quadrat.
Siga N la projeccio de Q sobre el costat AB .
Siga N’ la projeccio de Q sobre el costat AB .

D D
Els triangles AQB, CQM son semblants i la Q R
rad de semblanca 2:1.
Aleshores, N@z%c,ﬁazéc. D MOIN C
. D D .
Els triangles NQB, N'QC son semblants i la radé de semblanca 2:1.
Aleshores, NB =N'C = 2>MN' = 2WC =2 1c =1c.
3 32 3
N__NQ _ 3" .2
NP NB+BP %c+20 7

D D
Els triangles rectangles NQP, BRP son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
BR _2 Jleshores, BR= 2c.
BP 7 7

Eﬁzc-§§=§o

Soluc@_Z (Posamentier). Utilitza el teorema de Menelau.
Siga AB = ¢ costat del quadrat.

: D o _ , AQ
Els triangles AQB, CQM son semblants i la rad de semblanca 2:1. —= =2.

D
Considerem el triangle ABC i la transversal PRQ. Aplicant el teorema de Menelau:
CR BP AQ
e X X =
BR AP CQ
CR _2c
e
BR 3c

1.

X2 =1. Aleshores, 25 = 3 .
BR 4
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293.- Vuit octogons regulars estan units pels costats.
Si el costat dels octogons és 1 determineu I'area de
I'octogon estrellat interior.

UKMT Senior 2005, problema 17.

Solucio:

L’angle interior de I'octdogon és 135°.

El costat dels octogons regulars és 1: M
AK =KM =LB =1 A
L’area de l'estrella octangular esta formada per I'area del K L

guadrat ABCD i I'area de dos quadrats de costat 1.

Calculem el costat del quadrat ABCD.
DAML =90° D c

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KLM:
KL=42.

AB = 2XAK +KL =2++/2.

L'area de I'estrellal és:
ST =(2+J§)2 +2X2 =8+442.

293b.

Quatre dodecagons regulars estan units pels
costats.

Si el costat dels dodecagons és 1 determineu
I'area de I'octdogon estrellat interior.

Solucié:
Sombrejada =1+ \/g .




294.- Sis poligons regulars de 9 costats estan units pels
costats.

Si el costat dels poligons regulars és 1 determineu l'area
del dodecagon estrellat interior.

Solucio:
L’angle interior del poligon regular de 9 costats és 140°.
El costat dels octogons regulars és 1:

AB =BC =1
L'area del dodecagon estrellat esta format per 'area de
I'hexagon regular de costat AC menys l'area de 6

D
triangles iguals a ABC.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC:

AC’ =2- 2c0s140°= 2 + 2¢0s 40° .
L’area del cosinus de I'hexagon de costat AC és:

NG

Spo = 6_4-K62 = 3./3(L+c0s40°).

hexa

D
L’area del triangle ABC és:
_sin140° _ sin4Q°

Ricard Peir6 i Estruch

S%s

S, =
ABC 2 2
L’area de la zona ombrejada és:
0 s
S ombrejada = 3J§(1 +cCos 40°) - 6€§m 40 9= 3J§(1 +cCos 400) - 3sin40°.

e 2 g
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295.- El diametre AF d’una circumferéncia és divideix en cinc parts
iguals i es dibuixen els semicercles de la figura.
Determineu la proporcio entre I'area la zona ombrejada i 'area "|’II|II||||||||||

(

7l ““

del cercle de diametre AF. “
il ‘Illllln

A 1

Solucio:

L'area ombrejada és igual a 'area del cercle de diametre AF menys l'area del cercle
de diametre AE , més I'area del cercle de diametre AD, menys l'area del cercle de
diametre AC, més l'area del cercle de diametre AB .

Siga r el radi del cercle de diametre AF .

L’area ombrejada és:

6 @6, 46 _3
Sombrejada :pr2 - pQ r_ +p9 r_ - pg_r_ "'pQ—r— __p>¢
ed g g e g e€dg

L'area del cercle de diametre AF és:
Scercle = p>¢2 :
La proporci6 entre I'area de la zona ombrejada i I'area del cercle és:

3 2
S yrorer P

ombrejada _ 5§

2
S cercle p x
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C
296.- En la figura ABDE és un paral-lelogram i els punts A, B, C estan
alineats.
— —_ D
Si AB =x, BC=y ilareadel triangle BCD és Q, determineu B
I'area del paral-lelogram ABDE.
A E

Solucio:

Tracem la recta paral-lela al costat AE que passa per C. Aquesta recta
talla la recta DE en el punt F. /

.

D D
Els triangles BCD, FCD son iguals, aleshores tenen
la mateixa area. Q

Els paral-lelograms ABDE, BDFE tenen la mateixa B Q

altura sobre els costats AB, BC, respectivament,
aleshores, les arees son proporcionals a aquestes bases. X

S agpE E—E

2ABDE _ T A £
Sgprc BC /
S asDE _ X

2Q y

Aleshores, S ,goe =-2—)£9.
y
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297.- En un semicercle d’'una circumferencia s’ha inscrit un
guadrat amb un dels costats en el diametre. Calculeu la rad
entre les arees d’aquest quadrat i el quadrat inscrit en la
circumferéncia.

Solucio:
Siga la circumferéncia de centre O iradir.
Siga ABCD el quadrat inscrit en el semicercle. N M

Siga AD = x el seu costat.
oD=r, OA=2,
2

>
©)
w

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAD:

2
x2 +€9(c:’ =r2. Resolent I'equacio:
e

24
x2 =22,
5

L’area del quadrat ABCD és:

4
—_ w2 — 2
Spgcp = X5 =17,

Siga KLMN el quadrat inscrit en la circumferencia.

Siga KN =y el seu costat.

LN =2r.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KEN:
y? +y? =(2r)?. Resolent 'equacio:

y2 =2r2,

L’area del quadrat KLMN és:

Sumn = Y2 =2r2.

La proporcio entre les arees dels dos quadrats és:



298.- En un quadrant de cercle sobre un radi com a diametre s’ha
inscrit un semicercle i en l'altre radi s’ha inscrit un altre semicercle
tangent a I'anterior i al quadrant.

Si el radi del quadrant és R, calculeu el radi del semicercle menor.

Solucio:
Siga el quadrant de centre O i radis, OA =0OB =R.

Siga M el centre del semicercle de diametre OB.

vo=R.
2

Siga el semicercle de centre N que passa per A i els tangent al
semicercle anterior.

Siga NA =r el seu radi.
MN = Rar
2

NO =R - r.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MON:

2 2
EEEHQ =R-r2+E0
e2 g

3Rr =R?. Resolent 'equacié en la incognita r:
R

r=—.
3
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299.- En una circumferéncia de radi 6 hi ha inscrit un rectangle de
perimetre 28.
Calculeu 'area del rectangle.

Solucio:

Siga el rectangle ABCD inscrit en la circumferencia de centre O i radi 6.
AC =12.

Siga x = AB, y =BC costats del rectangle.

L’area del rectangle és: D C
Sasco =X -

El perimetre del rectangle ABCD és:
2x +2y =28 . Simplificant:

Xx+y=14.

D
Aplicant el teorema de Pitaogres al triangle rectangle ABC:
x2+y? =122, A B

142 = (x+y)? =x% +y2 + 2xy.
142 =122 +2xy .

Xy_142 - 122
2

Aleshores, S ,;.p =Xy =26.

26.

Generalitzacio:
En una circumferencia de radi r hi ha inscrit un rectangle de perimetre p.
Calculeu l'area del rectangle.

p? - 16r?
—

Solucio: S =
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300.- En la figura es representa una de les finestres de la Catedral de
Lincoln.

Esta formada per dos arc de centre B i C, respectivament i de radi BC
que s'intersecten en el punt A.
Siga M el punt mig del segment BC.

Amb centre B i M és dibuixen dos arcs de radi BM que
s’intersecten en el punt X

Amb centre C i M és dibuixen dos arcs de radi BM que
s'intersecten el el punt Y.

Es dibuixa una circumferencia de centre O que és tangent a 4
arcs.

Siga T el punt on el segment AM talla la circumferencia anterior més prop de A.

Determineu la ra6é entre TM i BM.

Solucié:

Siga R = BM radi dels 4 arcs menuts.

BC = 2R radi dels dos arcs majors.

Siga P el punt de tangencia de la circumferencia de centre O i
larc MX.

Siga Q el punt de tangéncia de la circumferencia de centre O i
arc CA.

Siga r = OP = 0Q = OT radi de la circumferéncia.
Determinem el seu valor.

BO=BP +OP =R+ .

BO=BQ-0Q =2R-r.

Igualant les expressions:

R+r =2R- r. Resolent 'equacio6 en la incognita r: /B
1
r==R.
2 —
Calculem MT.
3

BO=R+r=2R.
2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMO :

.2
_O: ?RQ-RZ:ER
e2 g 2
VT =G +0T = Vo R4 Lp=1t5
2 2
1++/5




