
Problemes de Geometria per a l’ESO 302 
 
 
 
 
 
3011.- Donats dos triangles equilàters de costats 
fixos i paral·lels dos a dos. 
Determineu 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el triangle equilàter 𝐴𝐵𝐶
∆

 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑥 

Siga el triangle equilàter 𝐷𝐸𝐹
∆

 de costat 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑦 que té els vèrtexs 

interiors al triangle 𝐴𝐵𝐶
∆

. 

Siga 𝑀 el punt mig del costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Siga 𝑁 el punt mig del costat 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  
 
Aplicant el teorema de Viviani al punt D: 

𝐷𝑃̅̅ ̅̅ + 𝐷𝑄̅̅ ̅̅ + 𝐷𝑆̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑀̅̅̅̅̅ 

𝐷𝑃̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑁̅̅ ̅̅ + 𝑁𝑃̅̅ ̅̅  

√3

2
𝑦 + 𝑏 + 𝑎 + 𝑐 =

√3

2
𝑥 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =
√3

2
(𝑥 − 𝑦) 

La suma cercada, és igual a la diferència de les altures dels dos triangles equilàters. 
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3012.- En la figura, dins d’un triangle equilàter hi ha 
quatre cercles (tres d’àrea 𝐴 i un d’àrea 𝐵) tal que 
𝐴: 𝐵 = 4: 1 
Calculeu la proporció entre les àrees del cercle blau i el 
cercle exterior. 
 
 
 
 
 
Solució: 

 
 

Siga 𝑂 el centre del cercle d’àrea 𝐵 i radi 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑟 

El punt 𝑂 és el centre de la circumferència exterior de radi 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑅 
𝐴: 𝐵 = 4: 1 aleshores 

El cercle de centre P i radi 𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑃𝐶̅̅̅̅  és tal que, 𝑃𝑇̅̅̅̅ = 2𝑟 

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 2𝑟 
 
Aleshores: 
7𝑟 = 𝑅 
La proporció entre les àrees dels dos cercles és: 
𝑆𝑟

𝑆𝑅
= (

𝑟

𝑅
)

2

=
1

49
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D
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Resultado: 6,25
2,09 cm

2
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3013.- En l’interior d’un triangle equilàter s’han 
dibuixat dos cercles d’àrees 𝐴, 𝐵, tals que la suma 
𝐴 + 𝐵 és mínima. 

Calculeu 𝐴: 𝐵 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el triangle equilàter 𝐾𝐿𝑀
∆

 de costat 𝐾𝐿̅̅ ̅̅ = 1 

Siga la circumferència de centre 𝑂 i radi 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑟 

Siga la circumferència de centre 𝑃 i radi 𝑃𝑇̅̅̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑅 

𝑄𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑅 
 

𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ =
√3

2
 

3𝑅 + 2𝑟 =
√3

2
 

Siga 𝑓(𝑅, 𝑟) = 𝐴 + 𝐵 = 𝜋(𝑟2 + 𝑅2) 

𝑓(𝑅) =
𝜋

4
(13𝑅2 − 3√3𝑅 +

3

4
) 

La funció és una paràbola còncava.  
El mínim s’assoleix en el vèrtex. 

𝑅 =
3√3

26
 

𝑟 =
1

13
√3 

La proporció entre les àrees dels dos cercles és: 
𝑆𝑃

𝑆𝑂
=

𝑅2

𝑟2
=

9

4
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mínim:
R=(3/26)sqrt(3
r=(1/13)sqrt(3)

A/B=(3/2)²=9/4

Resultado: 2,18



3014.- En la figura, calculeu l’àrea del cercle inscrit 
en el triangle equilàter. 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el triangle equilàter 𝐴𝐵𝐶
∆

 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 

Siga 𝐾 la projecció de 𝐴 sobre 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  

𝐵𝐾̅̅ ̅̅ = 3 
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐵𝐷𝐶
∆

: 

𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = √𝑐2 − 25 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐴𝐸𝐶
∆

: 

𝐸𝐶̅̅̅̅ = √𝑐2 − 9 
 

𝐴𝐾̅̅ ̅̅ = √𝑐2 − 25 + √𝑐2 − 9 
 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐴𝐾𝐵
∆

: 

𝑐2 = 4 + (√𝑐2 − 25 + √𝑐2 − 9)
2
 

Resolent l’equació: 

𝑐2 =
76

3
 

Siga 𝑃 el punt mig del costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

𝐶𝑃̅̅̅̅ =
√3

2
𝑐 = √19 

Siga 𝑟 = 𝑂𝑃̅̅ ̅̅  radi de la circumferència inscrita al triangle equilàter. 

𝑟 =
1

3
𝐶𝑃̅̅̅̅ =

√19

3
 

L’àrea del cercle inscrit al triangle equilàter és: 

𝑆 = 𝜋𝑟2 =
19

9
𝜋 

  

,6
Resultado: 1,80

Resultado: 3,00

Resultado: 2,77
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r=OP=CP/3=sqrt(19)/3
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1
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3015.- En la figura, la suma 𝐴 + 𝐵 dels 
triangles és mínima. 
Calculeu la proporció 𝑥: 𝑦 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el pentàgon regular 𝐽𝐾𝐿𝑀𝑁 de costat 𝐽𝐾̅̅ ̅ = 𝑥 = 1 

Siga el triangle equilàter 𝐸𝐹𝑀
∆

 de costat 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑦 

Siga 𝐺 el punt mig del costat 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  

𝐺𝑀̅̅̅̅̅ =
√3

2
𝑦 

Siga P el punt mig del costat 𝐽𝐾̅̅ ̅ 

𝐽𝑀̅̅ ̅̅ = Φ =
1 + √5

2
 

𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = √Φ2 −
1

4
= √Φ +

3

4
 

𝑃𝐺̅̅ ̅̅ = √Φ +
3

4
−

√3

2
𝑦 

Siga 𝐴 + 𝐵 = 𝑓(𝑦) 

𝑓(𝑦) =
√3

4
𝑦2 +

1

2
(√Φ +

3

4
−

√3

2
𝑦) 

𝑓(𝑦) =
√3

4
𝑦2 −

√3

4
𝑦 +

1

2
√Φ +

3

4
 

La funció és una paràbola còncava. El mínim s’assoleix en el vèrtex: 

𝑦 =

√3
4

2
√3
4

=
1

2
 

𝑥: 𝑦 = 2: 1 
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3016.- Calculeu l’àrea del quadrat exterior. 
L’àrea del rectangle ombrejat és 48. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 1: 
𝑥 = 2𝑎 + 5 
L’àrea del rectangle ombrejat és: 
2𝑎(𝑎 + 5) = 48 

2𝑎2 + 10𝑎 − 48 = 0 
Resolent l’equació: 
𝑎 = 3 
L’àrea del quadrat exterior és: 

𝑆 = 𝑥2 = (5 + 2𝑎)2 = 112 = 121 
 
 
 
 
 
Solució 2: 
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3017.- Calculeu la proporció entre les àrees del 
quadrat ombrejat i el quadrat exterior. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el quadrat interior 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑑 

Siga l’hexàgon regular 𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼𝐽 de costat 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑐 

Siga el quadrat 𝐾𝐿𝑀𝑁 de costat 𝐾𝐿̅̅ ̅̅ = 𝐽𝐺̅̅ ̅ = 2𝑐 
 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑑√2 = 𝑐√3 

𝑐 =
√6

3
𝑑 

La proporció de les àrees dels dos quadrats és: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑆𝐾𝐿𝑀𝑁
= (

𝑑

2𝑐
)

2

= (
3

2√6
)

2

=
3

8
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3018.- Calculeu la proporció entre les àrees de l’hexàgon 
regular ombrejat i l’hexàgon regular exterior. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga l’hexàgon regular 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 

Siga el quadrat 𝐺𝐻𝐼𝐽 de costat 𝐺𝐽̅̅ ̅ = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = 2𝑐 

Siga l’hexàgon regular 𝐾𝐿𝑀𝑁𝑃𝑄 de costat 𝐾𝐿̅̅ ̅̅ = 𝑑 
 

𝐺𝐼̅̅ ̅ = 𝑑√3 = 2√2 · 𝑐 
 

𝑑 =
2√6

3
𝑐 

La proporció de les àrees és: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹

𝑆𝐾𝐿𝑀𝑃𝑄
= (

𝑐

𝑑
)

2

= (
3

2√6
)

2

=
3

8
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3019.- En la figura hi ha dos triangles equilàters girats 
amb centre en el baricentre. 
 
Proveu que la proporció entre l’àrea intersecció i l’àrea 
total és: 

𝑐

𝑎 + 𝑏
 

 
 
Solució: 

Siguen els triangles equilàters 𝐴𝐵𝐶
∆

, 𝐷𝐸𝐹
∆

 de centre 𝑂 i  

costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

Notem que els triangle 𝐴𝐾𝐿
∆

, 𝐵𝑀𝑁
∆

, 𝐶𝐼𝐽
∆

, 𝐷𝑀𝐿
∆

, 𝐸𝐼𝑁
∆

, 𝐹𝐾𝐽
∆

 són iguals. 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 𝐴𝐾𝐿
∆

 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎𝑏 
 

L’àrea del triangle 𝐴𝐾𝐿
∆

 és: 

𝑆𝐴𝐾𝐿 =
1

2
𝑎𝑏 · sin 60° =

√3

4
𝑎𝑏 

 
L’àrea total que la figura és: 

𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑆𝐴𝐵𝐶 + 3 · 𝑆𝐴𝐾𝐿 =
√3

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 + 3

√3

4
𝑎𝑏 =

=
√3

4
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 5𝑎𝑏 + 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑐) =

=
√3

4
(2𝑎2 + 2𝑏2 + 4𝑎𝑏 + 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑐) =

√3

2
((𝑎 + 𝑏)2 + (𝑎 + 𝑏)𝑐) =

=
√3

2
(𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 

 

𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎 = 𝑆𝐴𝐵𝐶 − 3 · 𝑆𝐴𝐾𝐿 =
√3

4
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 − 3

√3

4
𝑎𝑏 =

=
√3

4
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 + 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑐) =  

√3

4
(2𝑐2 + 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑐) =

=
√3

2
𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 

 
La proporció entre les àrees és: 

𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎

𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
=

√3
2 𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

√3
2 (𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

=
𝑐

𝑎 + 𝑏
 

  

b

c

a

1,19 cm

0,76 cm

1,37 cm

Resultado: 0,56

4,76 cm
2

3,41 cm
2

6,10 cm
2

Resultado: 0,56

1,19 cm

1,37 cm
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1,71 cm

1,09 cm

1,97 cm
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L
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9,86 cm
2

7,07 cm
2

12,64 cm
2

Resultado: 0,56
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3020.- En la figura, determineu la proporció entre l’àrea 
ombrejada i l’àrea del quadrat exterior. 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el quadrat exterior 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 4𝑥 

Siga 𝐵𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐿̅̅ ̅̅ = 𝐿𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑁𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ = 𝑅𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑥 

Siga 𝑆’ la projecció de 𝑆 sobre 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  

Siga 𝑉’ la projecció de 𝑉 sobre 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  

𝑄𝑆′̅̅ ̅̅̅ = 𝑆𝑆′̅̅ ̅̅ , 𝑅𝑉′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑉𝑉′̅̅ ̅̅ ̅ 

Els triangles rectangles 𝐴𝐷𝑃
∆

, 𝑆𝑆′𝑃
∆

 són semblants.  
Aplicant el teorema de Tales: 

𝑆𝑆′̅̅ ̅̅

𝑥 − 𝑆𝑆′̅̅ ̅̅
=

4𝑥

3𝑥
 

Aleshores: 

𝑆𝑆′̅̅ ̅̅ =
4

7
𝑥 

𝑄𝑆̅̅̅̅ = 𝑆𝑆′̅̅ ̅̅ √2 =
4√2

7
𝑥 

𝑄𝐿̅̅̅̅ = 2√2𝑥 

𝑆𝑇̅̅̅̅ = 𝑄𝐿̅̅ ̅̅ − 2𝑄𝑆̅̅̅̅ = 2√2𝑥 − 2 ·
4√2

7
𝑥 =

6√2

7
𝑥 

Siga 𝐸 el punt mig del segment 𝑆𝑇̅̅̅̅  

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝐶𝐸̅̅̅̅ = 4√2𝑥 − √2𝑥 = 3√2𝑥 

Els triangles rectangles 𝐴𝐷𝑃
∆

, 𝑉𝑉′𝑃
∆

 són semblants.  

Siga 𝐹 el punt mig del segment 𝑉𝑈̅̅ ̅̅  

𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝐶𝐹̅̅̅̅ = 4√2𝑥 −
3

2
√2𝑥 =

5√2

2
𝑥 

Els triangles rectangles 𝐴𝑉𝑈
∆

, 𝐴𝑆𝑇
∆

 són semblants.  
Aplicant el teorema de Tales: 

𝑈𝑉̅̅ ̅̅

𝑆𝑇̅̅̅̅
=

𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐴𝐸̅̅ ̅̅
=

5

6
 

𝑈𝑉̅̅ ̅̅ =
5

6
𝑆𝑇̅̅̅̅ =

5√2

7
𝑥 

𝐹𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐹̅̅̅̅ − 𝐶𝐸̅̅̅̅ =
3

2
√2𝑥 − √2𝑥 =

√2

2
𝑥 

L’àrea del trapezi 𝑆𝑇𝑈𝑉 és: 

𝑆𝑆𝑇𝑈𝑉 =

6√2
7 𝑥 +

5√2
7 𝑥

2
·

√2

2
𝑥 =

11

14
𝑥2 

L’àrea del quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 és: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 16𝑥2 
La proporció de les àrees és: 

𝑆𝑆𝑇𝑈𝑉

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

11
14 𝑥2

16𝑥2
=

11
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