Problemes de Geometria per a ’ESO 304

3031.- A la figura hi ha tres % cercles iguals dins d’'un

cercle.
Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i I'area del
cercle exterior.

Solucio:
Siguen P, Q, S els centres dels % cercles iguals i tangents,
deradi PT =r

Siga la circumferéncia exterior de centre 0 i radi OM = R
Siga J la projeccio de M sobre la recta PT

Siga m la recta perpendicular a la recta OT que passa per 0.
Siga K la intersecci6 de les rectes JM i m.

1 1 _ 3
f—zp’”—gj' J=aT
1 43
T=§TS=?T J T
P Q
53 RN /2 )
0K=—r,MK=T‘/_r K \

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle OKM:

2
RZ—(3 )2+ 53 \° 13
—\27 6 ') =37
La proporci6 d’arees és:

T 26

So 7TR2 1

5, 5
Sombrejada_?)'ngr 2 _15
3
3



3032.- Donats tres semicercles i saben que la
proporcio entre 'area ombrejada i I'area del
semicercle exterior €s minima, calculeu

R

r

Solucio:

Siga el semicercle exterior de centre 0 i radi OK = a
Siga el semicercle de centre O iradi OT = 0] =r
Siga el semicercle de centre P i radi PT = PL = R

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPL:

a? =R?>+ (R+71)?
a® = 2R? + 2Rr + 12

La proporcio entre 'area ombrejada i el semicercle

exterior és:
In(R24+T?) Ry
%naz 2RZ+ 2Rr +7r
R 2
(7) +1

P() = x> +1

ot 2x+1

L'area és minima:

P/(x) = 2x% —2x—2
¥ = 2xt + 2x + 1)

P'(x)=0

2x% —2x—2

Resolent I'equacio:

1++/5
= =0

X 2
1++/5
P'(——]>0

R
Aleshores, quan —=

—1+5
2

@ I'area ombrejada és minima.



3033.- Els semicercles ombrejats el radi del gran és
igual al diametre del menut.

Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i I'area
del semicercle exterior.

Solucié:

Siga el semicercle exterior de centre 0 i radi 0OA = OL = R
Siga el semicercle de centre P iradi PL = PT =r

Siga el semicercle de centre 0 i radi OT = OK = 2r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPL:
R? =972 4 12
R? = 10r?
La proporci6 entre les arees és:
1

Sombrejada _ ?7-[(47-2 +7?) _ 512 1

So 1 1012 2

fﬂRZ



3034.- Els semicercles ombrejats el radi del gran és igual al
diametre del menut.

Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i I'area del
cercle exterior.

Solucié:

Siga el cercle exterior de centre O iradi OK = OL = R
Siga el semicercle de centre P iradi PL = PQ =1
Siga el semicercle de centre Q i radi QK = 2r
Siga0Q = a

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPL:
R2=(r+a)®>+r?

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle 0QK:
R? = 41% + a?
Igualant les dues expressions:
(r+a)?+r?2=4r?+a?
Simplificant:
a=r

R? =512
La proporci6 entre les arees és:
1 5
Sombrejada _ 77‘[(47'2 + r2) _ 77.2 _ 1
So mR2 5r2 2




3035.- Dos triangles de costat 6 estan
superposats.

Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i
I'area d’'un dels triangles equilaters.

Solucio:
A A .
Siguen els triangles equilaters ABC, DEF de costats AB = DE = 6

A

L’area del triangle equilater ABC és:
V3 F

SABC = 762 = 9\/5_)

Siguen K, L les interseccions dels dos triangles.

DL =2V3 L
A A
Notem que els triangles rectangles ADL, BKD so6n iguals.

SckerL = Sper — Spkcl 1: SpeF — (SABC -2 SADL)
SCKEFL = Z.SADL = 2522\/524‘\/5

La proporci6 entre les arees és:
SCKEFL _ 43 _ ﬂ
SaBc 93 9




3036.- Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i
I'area total.

Solucio:

Siga la circumferéncia de centre P i radi PA = 1
AB=AK =6

Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia de
centre C i radi CB = 2 i larecta AK.

CT = 2,AC = 4,LATC = 90°

Aleshores, £TAC = 30°

L’area ombrejada és igual a I'area del tres cercles de

radi 1.

L’area total és igual a I'area de dos semicircumferencies
de diametre AK = 6 més dos sectors de 30°iradi AK = 6
La proporci6 entre les arees és:
Sombrejada _ 3-m-1? 3

15

1
Stotal 22732 4 22562 >




3037.- Els dos semicercles ombrejats de la figura son
iguals.

Calculeu la proporcié entre I'area ombrejada i I'area
del semicercle exterior.

Solucio:

Siga el semicercle de centre 0 i diametre AB = 2R
Siga el semicercle de centre 0 iradi OK = OT =r
Siga el semicercle de centre P iradi PM = PT =r

KM = OP = 2r,0M =R
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
OKM.
R? = 4r? 4+ 12
R? = 512

La proporci6 entre les arees és:

2
Sombrejada . 2 pnrt 2r? 2

Sg 1 525

77TR2




3038.- En la figura hi ha dos circumferéncies tangents
interiors i dos quadrats.
Calculeu la proporcié entre les arees dels dos quadrats.

Solucio: o
Siga el quadrat exteriror ABCD de costat AB =1
Siga el quadrat interior KLMN de costat KL = ¢

Siga la circumferéncia tangent al quadrat exterior de centre O i
radi OM = %

Siga la circumferéncia de centre P iradi PN = PF =r

— — 1
PE=c—r,NE=§c

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PEN
C 2
rt=(c—r)?+ (—)

2
Simplificant:
5
r = 3 Cc
OF =2 !
= T 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OFM

G =) +(r-2)

Simplificant:
1
Zc2+4r2—2r=0
Lerra(3e) —23c =0
4° 8¢ 8¢~
Resolent 'equacio:

20
=729

La proporci6 de les arees és:
SkiMN 5 <20)2 400
—¢ 7\29) Tsm

SABCD




3039.- En la figura, els segments PA, QB sén
tangents a cadascuna de les dues
semicircumferéncies.

Calculeu la mesura del segment AB

Solucié:

P ' o) K ' Q
Siga la circumferéncia de centre 0 i radi OP = OB = 2
Siga la circumferéncia de centre K i radi KT = KO = 1

A
En el triangle rectangle OBT, OB = 2,0Q =4

Aleshores, ZAQB = 30°,Q0B = 2+/3

Siga £ZAPQ =«

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle PTK:

1 _2V2

sina = —,cosa
3’ 3

A
Aplicant el teorema del sinus al triangle PQA:
AQ B 6

sina  sin(a + 30°)

aQ 6
113, 221
3 3727732
Resolent 'equacio:
_12(2V2-+3)

S

5

AB =QB —4Q = 2V3 —

12(2v2 —+3 22V3 — 242
(\/; \/_)= V3 \/_z0.8328

5




3040.- En la figura hi ha tres triangles rectangles.

A
Calculeu l'area del triangle ombrejat ABC.

sgrt(phi)

A1
Solucio: L
A __ -
Siga el triangle rectangle AKB, K = 90°,AK = 1,KB = J®
Aplicant el teorema de Pitagores:
AB =1+ =P2 =0

A
Siga el triangle rectangle ACL,C = 90°,CL = 1,AL = 2
Aplicant el teorema de Pitagores:

AC=V4—-1=43

A
Siga el triangle rectangle ABC, B = 90°

Aplicant el teorema de Pitagores: A K

1 -1

- 1

A
L’area del triangle rectangle ABC és:
1 1 1

Sy = =
ABC 2 ) 2



