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31.- El costat del quadrat exterior de la figura mesura aiels 4
triangles rectangles sén iguals.

S’han inscrit 5 cercles iguals, quatre dins dels triangles rectangles
i I'altre en el quadrat interior. Calculeu el radi dels cercles.
Sangaku pag 176

Solucio6 1:

Considerem el triangle rectangle ABC, BC =a, AC =b.
Siga x = AD costat del quadrat menor. BD = AC =b.

El cercle de radi r esta inscrit en el quadrat, aleshores: r =§.
El radi de la circumferéncia inscrita a un triangle rectangle és: ’ “
= AB+AC-BC
2 ' : 5
+X+D- . .
X= w. Simplificant: a=2b.
2 2
- - . D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC: B

(x+b)? =a? - b2. Simplificant: x? +2bx- a? =0.
x% +ax - a? =0. Resolent I'equacio en la incognita x: x :@a.

Aleshores el radi de les circumferéncies és:

Jg'la.

4

X
r=—=
2

Soluci6 2:
Siga AD =2r, x =BD = AC. .

D
Calculant I'area del triangle rectangle ABC:

S e =2 ; 2r) _a+ 2; *2r Simplificant:

x> -ar-2r* =0 (1) ' D
4r2 = 2x? - 2ar 2 :

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle AEC :
x? +(x+ 2r)? =a?. Simplificant: B
2x2 +4r? +4rx-a% =0 (3)

Substituint I'expressié (2) en I'expressio (3):

4x? + 4rx - 2ar - a? = 0. Factoritzant:

(2x+a)(2x- a)+2r(2x-a)=0. (2x+a+2r)(2x-a)=0.

Comque 2x+a+2r1 0. Aleshores x =% 4

Substituint I'expressio (4) en I'expressio6 (1)
.2

gaig - ar- 2r> =0. Resolent 'equacié enr, r = a.

e2g 4




32.- Donat el quadrat ABCD dibuixem el quadrat EFGH tal

gue DAFG = 45° i que conté el vertex C. Calculeu la
proporci6 entre els radis dels cercles inscrits als triangles

D D
AFG, CEl.
Sangaku pag 190

Solucio:
Siga el costat del quadart ABCD AB =a.
Siga x = AF = AG .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle FAG :
FG=x42.
IC =x.

D
Els triangles rectangles isosceles, IEC sén
semblants i la raé de semblancga és:

IC_ x _+2

FG xf2 2

Aleshores, Calculeu la proporci6 entre els radis dels

2

D D
cercles inscrits als triangles FAG , IEC és -
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33.- El radi de la circumferencia gran és R.

Les mitjanes passen pel centre de la gran i sén tangents
interior a la circumferéncia gran.

Les circumferéncies menudes sén tangents interior a la
circumferéncia gran i tangents exterior a les dues
circumferéncies menudes.

Calculeu el radi de les circumferéncies.

Solucio:
Siga AB diametre de la circumferéncia gran, de centre O iradi R=0B .
La circumferéncia mitjana te centre Q, punt mig del segment

OB.

El radi de la circumferéncia mitjana és QB = % = %.

Siga S en centre d’una circumferéncia menudai ST =s el \
seu radi.

E:R-S,O_ng,%=%+s. A P

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle SOQ:
2 2

35 +s? = (R- s)? +8§9 . Resolent 'equacio en la
e2 7] e2g
incognita s:

1

s==—R.
3
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34.- Una estrella regular de sis puntes i 7 circumferéncies.
Calculeu la proporcio entre el radis de les circumferéncies
menudes i la gran.

Solucio:

D D
En l'estrella ABCDEF els triangles ACE, BDF.

D
La circumferéncia gran esta inscrita al triangle equilater ACE .
La circumferéncia menuda esta inscrita al triangle

D
equilater APQ.

D L]
El costat del triangle APQ és la tercera part del costat del B P &

D
triangle equilater ACE .
Aleshores la proporci6 entre els radis és 1:3.
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35.- El cercle exterior té radi R. En el cercle exterior esta
inscrita una estrella regular de sis puntes i set cercles (veure
figura). Calculeu el radi dels dos tipus de cercles.

Solucio:

D D
En l'estrella ABCDEF els triangles ACE, BDF.
Siga O en centre de l'estrella.

OA =R

La circumferéncia gran esta inscrita al triangle equilater A(D:E .

Siga AP=PT =OP =a. W:%.

Siga r =OM el radi de la circumferéncia de centre O que passa pel punt M.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMP :

R
2
aw=3a.

2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMA :

2 B
Rz\/g/—ga% +€§a9 =a./3.
@

2 e2 g
Aleshores, a = gR .
Per tant, rzﬁazE .

2 2
PS=0S- OP = (J§ 1)a, DSNP =30° . Aleshores:
NP =2xPS =2(/3- 1p, NS =-3PS=(3- 3 h.
NQ = 2Ns =23 - V3h.
D
La circumferéncia menuda esta inscrita al triangle NQP . Siga s el seu radi.

Calculem l'area del triangle NQP:
_NQ>SP _NQ+2NP _

Sner = 2

2(3_ Jg);(ﬁ 1)3 = 2(3_ Jg)a; 4(J§ 1)as . Resolent I'equacié en la incognita s:
S = (9 - 5J§)a

s =343 - 5R.

La proporcio entre els radis és:

523\/5-526\/5-10

r 1 '

2
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36.- En un paral-lelogram ABCD, AB=a, AD=b, a>b, DBAD =a, a<90°.

Els punts K i M pertanyen als costats AD, BC respectivament tal que BKDM és un
rombe. Determineu el costat del rombe.
Shariguin 1103

Solucie:
Siga x =BK = DK. K
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABK : D//‘\ c
x? =a® +(b+x)? - 2a(b + x)cosa. Simplificant: /\ \/
2 2 _ - - =
a® +b° - 2abxcosa- 2(axosa- b)x =0. s \/E!
a® +b? - 2ab xcosa

Resolent I'equacio: x = : il
2(axcosa- b)
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37.- Els segments que uneixen els punts mig dels costats oposats d’'un quadrilater
convex son iguals a a, b i s'intersecten formant un angle de 60°. Calculeu les diagonals
del quadrilater.

Shariguin 1123

Solucio:
Els punts mig d’'un quadrilater convex formen un
paral-lelogram.
Siga ABCD el quadrilater convex.
Siguen M, N, P, Q els punts mig dels costat del quadrilater
ABCD.
MNPQ formen un paral-lelogram
Siga O la intersecci6 de les diagonals del paral-lelogram
MNPQ.
Siga a=MP, b=NQ , PMON =60°.
D

Aplicant el teorema del cosinus al triangle MNO :

@y  abo ,ab

WZ =¢=+ +¢=+ - 2——cos60°.
e2g e2g 22

Wzéxlaz +b? - ab .

N D
MN és paral-lela mitjana del triangle BCD, aleshores:
BD =2#N =+a? +b?- ab .

Analogament, AC =+a? +b? +ab .
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38.- Un paral-lelogram de costats a, b i un angle a té tracades les bisectrius dels 4
angles. Calculeu 'area del quadrilater limitat per les bisectrius.
Shariquin 129

Solucio:
Siga el paral-lelogram ABCD, AB =a, AD =b, a=DDAB .

Siga KLMN el rectangle format per les 4 bisectrius del paral-lelogram ABCD.
Siguen P, Q la intersecié del rectangle KLMN i el costat AB .

Notem que BQ = AP =b. Aleshores:

PQ:a' 2b II'._

KP . a
=sin—.
a-2b 2

Aleshores, KN =KP +NP = (a- b)sing .

Sk = KL KN El(a-b)zsina.

Si el quadrat KLMN és interior al paral-lelogram ABCD el procediment de resolucio
seria analeg i el resultat és el mateix.

i 1 -
D‘/ : - -
. .
)
Y

; - —7C
'\-.hfL_.-"' P
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39.- En el costat d'un angle recte amb vertex O s’agafen els punts A, B, tal que

OA =a, OB =b. Determineu el radi de la circumferéncia que passa per A, B i és
tangent a l'altre costat de I'angle.
Shariguin 121

Solucio:

Siga P el centre de la circumferéncia que passa pels punts
A, B i és tangent a l'altre costat de I'angle recte. Siga r el
radi d'aquesta circumferéncia.

P pertany a la mediatriu del segment AB .

Siga M el punt mig del segment AB .

om=2atP.
2

m

=

Per ser la circumferéncia tangent a I'altre costat,

r—om=2%b
2
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40.- Un rombe l'altura del qual és h i angle agut a té inscrita una circumferencia.
Determineu el radi de la circumferéncia major de les possibles, cadascuna de les quals
és tangent a la circumferéncia donada i a dos costats del rombe.

Shariguin 130

Solucio:

Siga el rombe ABCD, AB =c, DBAC =a
Siga O la intersecci6 de les diagonals.
Siga h =BE altura del rombe.

A,
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle BEA :
__h Q
sina P
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AOD: E
OA =ccos2.
2
OA=—1 sos?=_N_ B 0
sina 2 5sin?
2
Siga r = OT el radi de la circumferéncia inscrita al rombe
ABCD.
_BE _h
2 2
Siga s =PQ el radi de la circumferéncia tangent a la C
circumferencia inscrita al rombe i als costats AB,AD del
rombe.

D D
Els triangles AOT, APQ son semblants, aplicant el teorema de Tales:
OT _PQ

OA PA’
h
7 s
h .
- h -gh;+59
ZsinE osind €2 o
Aillant s:
. a
1- sin—
s=h" "2
2

1+sinE
2



