Problemes de Geometria per al’ESO 40

391.- En la figura el radi de la circumferéncia gran és R i el radi de la
circumferéncia tangent interior és r. Determineu el costat del

guadrat.

Solucio: L
Siga ¢ = AB el costat del quadrat ABCD.
Siga O el centre de la circumferéncia gran.

Siga M el punt mig del costat E—I% del quadrat.
Siga N el punt mig del costat CD del quadrat.

OP =R, DN=<.
o 2
OM=[2r- R|.

ON=[2r- R|+c.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
D
OND:
2
R? :8539 +(]2r- R rc).
e2g

5c? +4j2r - Rlc +4r? - 4R =0.
Resolent I'equacio:

4 e
=—fR- 2r +/R? - r?2 +rRY,
A ;
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392.- En el triangle ABC els punts D, E pertanyen al
costat BC de forma que BD =BA i CE = CA . Sil'angle
DDAE =40°, calculeu la mesura de I'angle DBAC .

Solucié:

Siga a =DADB =bBAD .

Aleshores, BBAE =a - 40°, BABD =180°- 2a .
Per tant, BAEC = bBAE +DPABD =140°-a.
DPEAC =bAEC =140°- a

DBBAC =DbBAE +DEAC = a - 40°+140°- a =100°.
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393.- En el triangle ABC B- A =50°, la bisectriu al vértex C talla el costat AB en el
punt D.
Siga E el punt del costat AC tal que BCDE =90°.
Determineu la mesura de I'angle D ADE .

Solucié:

Siga a =PADE . |
DDCA =90°-a- A.

C =2bADE =180°-2a - 2A.
A+B+C=180°, aleshores:

A+B +180° 2a - 2A =180°.
B- A-2a=0.

50°=2a.

a =25°.
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394.- En una circumferencia de radi R s’han dibuixat 4 quadrats
iguals.
Calculeu la mesura del costat del quadrat.

Solucio:
Els 4 quadrats determinen un cinquée quadrat ABCD de centre O (centre de la
circumferéencia.

Siga ¢ = AB costat dels 5 quadrats.
Siga M el punt mig del costat

oM=1c, WN=3c, ON=R. Dl M |c N
2 2 l/
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMN : o
A & a8 &
R? = g—cg +g—c9 . Resolent I'equacié en la incognita c: A B
e2 g e2 g

CzRJE
—
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395.- En una circumferéncia de radi R s’han dibuixat 4 quadrats iguals.
Calculeu la mesura del costat del quadrat.

Solucio:
D
Els tres quadrats determinen el triangle equilater ABC de centre O.

Siga ¢ = AB costat dels 3 quadrats.

Siga M el punt mig del costat AB .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :
cm=13 C.

CM=— e}
2

D
Aplicant la propietat del baricentre O del triangle equilater ABC:

— 2— 43

OC==-CM=—c.
3 3

BOCO =120°.
OP=R,CP=c.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OCP:

2
0
R? =a/§cj +c?- 2>£c xc xc05120° .
3 P 3
0
RZ:aeH‘/g-zcz.
3 5

Resolent I'equacio en la incognita c:

13
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396.- Donat el rectangle ABCD AB =3, BC =2, siga P el punt del costat AB de tal

forma que el segment DP és tangent a la circumferéncia de diametre BC. SigaE el
punt de tangencia.

La recta que passa pel centre de la circumferéncia i el punt E talla el costat AB en el
punt Q.

D
Determineu I'area del triangle PQE.
KoMaL, B3495

Solucio:
Siga O el centre de la circumferéncia de diametre BC.
El quadrilater CDEO és inscriptible,
aleshores, DPEOC =180°-DBCDQ.
DEOB =180°-DEOC =bCDE.
Per tant, els angles

DBCDO =bODE =bPOB =bOEP.

D C

D D
Els triangles rectangles DCO, PBO son o)
semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

E=E, aleshores, ﬁ:l, p=38,
3 1 3

) i : /2PN

PE=PB==.
3

D D
Els triangles rectangles DAP , QEP son semblants.
Aplicant el teorema de Tales:
2 _QF leshores, QE==.
8 4
3 3

=

D
L’area del triangle rectangle PQE és:
11
X—
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397.- Els costat paral-lels d’un trapezi mesuren 1500m, 2100m els no paral-lels

mesuren 37mi 613.
Calculeu l'area del trapezi.
KoéMalL, C773.

Solucio:

A

Siga del trapezi de bases AB = 2100, CD =1500, AD =37, BC = 613.

Siga h =DH = CI altura del trapezi.
Siga x = AH.
Bl =600 +x .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADH:

372 =x2 +h?

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCI:
6132 = (600 + x)? +h?

Considerem els sistema format per les expressions (1) i (2):

}37% =x? +h?

-I- 2 2 2
$1613° =(600 + x)° +h
ix=12

th=35"

L'area del trapezi és:

_ 2100 +1500
SABCD - 45

. Resolent el sistema:

35 =63000m?.

1)

)
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A

. R . 12
398.- Determineu I'area del quadrilater ABCD sabent

que AB=13,BC=4,CD=3, AD=12 il'angle C =270°.
KoéMal, K17.

13

Solucié:
A

L’angle exterior BDCB =90°

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCD:
BD =5.

D
L’area del quadrilater ABCD és igual a I'area del triangle ABD menys l'area del

D
triangle BCD.

D
Aplicant la formula d’Her6 I'area del triangle ABD és:

_Jd3+5+12)(-13 +5+12)(13- 5 +12)(13 +5 - 12)

Saep = 2 =30.
. D
L’area del triangle rectangle BCD és:
43
Sgep = 5 =6.

L’area del quadrilater ABCD és:
Sagcp =S agp - Spep030- 6 =24.

D
Notem que el triangle ABD és rectangle i que l'area €s S .5, _12%

2

30.
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399.- L'area del quadrilater ABCD és 20 (els vertexs estan ordenats en sentit contrari a
les busques del rellotge). Si A(- 2,0), B(2,0), C(2,4), determineu les coordenades del

vertex D del quadrilater ABCD de minim perimetre. Quin és el minim perimetre?.
KoMaL, C1089.

Solucio: N
I_E.Iiriangle AEC és rectangle, B =90°.

AB=4,BC=4.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AEE;C :
AC =442

L’area del triangle AISC és:

AB xBC 1
_ABBC _g

SABC

Aleshores, S,., =20- 8=12. ¥
A

El quadrilater de perimetre minim és el que fa minim AD +CD .
El triangle de perimetre minim, base constant i area constant és el isosceles.

— — D P
El vertex D que fa AD +CD minim del triangle ACD d’'area 12 i base constant AC, és

D —
el que fa el triangle ACD isosceles de costat desigual AC.

Siga D(a,b). Siga M(0,2) el punt mig del segment AC .
—_ D
DM és l'altura del triangle ACD.

D
L’area del triangle ACD és:

ACOM_ 15, Bm=24 =32,
2 AC
DM=4/a® +(b- 2)* .
Aleshores, a® +(b- 2)* =18 (1)

Siga P la projeccio de D sobre el eix d’abscisses.
DM és perpendicular a AC i BCAB =45°,
D
Aleshores, DABD = 45°. Per tant, el triangle BPD és rectangle i isdsceles.
Pertant, b=2-a (2)
Considerem el sistema format per les expressions (1), (2):
ia?+(b- 2)* =18 : . _ja=-3 ja=3
, , les solucions del qual son: | Vi .
tbh=2-a itb=5 tb=-1
La segona solucié no formaria un quadrilater amb els vertexs en sentit positiu.
Aleshores, D(-3,5).

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APD:

AD =12 +52 =26

El perimetre minim és:
p=AB +BC +2AD =4 +4 +2./26 =8+2/26 .

\ 2
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Nota: vegem que el triangle de perimetre minim, de base constant i area constant és el

isosceles.

D R
Els triangles ACD d’area constant i base constant AC tenen el tercer vertex D en una

recta r paral-lela al costat AC a una distancia igual a l'altura.
Considerem el punt C’ simétric de C respecte de la recta r

La recta s que passa pels punts C’ i A talla la recta r en el punt D.
Aquest punt D fa minima la suma de les distancies AD +CD ja
que si D’ es qualsevol, altre punt de la recta r:
CD'=CD', CD=CD.

AD'+CD'=AD'+C'D'3 AC'=AD+C'D=AD+CD.
Per simetria:

bQDC =bQDC=DPDA.

Com que AC és simétric ar:

DPDA =bDAC, bQDC =bDCA.

D
Aleshores, el triangle ACD és isOsceles.

v *




Ricard Peir6 i Estruch

400.- En una fulla rectangular s’ha tallat per uns dels 96cm
veértexs superiors un quadrat (veure figura) si I'area que

resta és 2011cm? quina és l'area de la fulla rectangular
orinal. 13¢cm
KéMal, K297. ¢
Solucio: o E 96cm e
Siga x = CD =DE costat del quadrat que eliminem del full.
Les dimensions del rectangle original son: I x ¢
AB =96 +Xx, AF =13 +X. P D
L’area del rectangle original és: 13cm
S=(96+x)(13 +x).

A B

Siga P la projeccié de D sobre el costat AF .

L’area de I'hexagon ABCDEF és igual a la suma de les arees dels rectangles ABCP i
PDEF:

S ascoer = (96 + X)13 +96x = 2011.
Resolent I'equacio:

X=7.

L’area del rectangle original és:

S = (96 + x)(13 +X) = (96 + 7)(13 + 7) = 2060cm?.



