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4161.- En la figura, el triangle 𝐴𝐵𝐶
∆

 és isòsceles. 

𝑀 és un punt del costat 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  que talla les rectes 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 en 

els punts 𝐷, 𝐹, respectivament, tal que 𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀𝐹̅̅̅̅̅ 
Calculeu la proporció: 
𝑎

𝑏
 

 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga 𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀𝐹̅̅̅̅̅ = 𝑥 
Siga 𝛼 = ∠𝐴𝐶𝐵, 𝛽 = ∠𝐹𝑀𝐶 

Aplicant el teorema dels sinus als triangles 𝐵𝐷𝑀
∆

, 𝑀𝐶𝐹
∆

: 
𝑥

sin 𝛼
=

𝑎

sin 𝛽
 

𝑥

sin 𝛼
=

𝑏

sin 𝛽
 

Dividint ambdues expressions: 
𝑎

𝑏
= 1 
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4162.- La figura està formada per un polígon 
regular de 9 costats. 
 
Calculeu la mesura de l’angle 𝑥. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el polígon regular 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻𝐼 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐 
 
∠𝐹𝐺𝐵 = 80° 
∠𝐺𝐼𝐵 = 100°, ∠𝑃𝐼𝐵 = 70° 
∠𝐺𝐼𝑃 = 30° 
∠𝐼𝐺𝐵 = 40°, ∠𝐼𝑃𝐺 = 110° 
∠𝐼𝐴𝐵 = 140° 
 

Teorema dels sinus al triangle 𝐴𝐵𝐼
∆

: 

𝐵𝐼̅̅ ̅

sin 40°
=

𝑐

sin 20°
 

Terorema dels sinus al triangle 𝐺𝐹𝑃
∆

: 

𝐵𝐼̅̅ ̅

sin 110°
=

𝑃𝐺̅̅ ̅̅

sin 30°
 

𝑐

𝑃𝐺̅̅ ̅̅
=

sin 70° · sin 20°

sin 40° · sin 30°
=

1
2 cos 50°

sin 40° ·
1
2

= 1 

El triangle 𝐺𝑃𝐹
∆

 és isòsceles. 

𝑥 =
1

2
(180° − 80°) = 50° 
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4163.- La figura està formada pel rectangle 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Siga 𝐸 del costat 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  tal que 𝐶𝐸̅̅̅̅ =
1

5
𝐶𝐷̅̅ ̅̅  

Si l’àrea del triangle 𝐷𝐸𝐹
∆

 és 16 calculeu les àrees: 
𝑆𝐴𝐵𝐹 , 𝑆𝐴𝐵𝐹 , 𝑆𝐸𝐶𝐵𝐹 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 
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CE=a, DE=4a, AB=5a

P=[ABF], Q=[DFA], R=[ECBF]
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4164.- La figura està formada per un quadrat i 
quatre paràboles iguals tangents que passen 
cadascuna per dos vèrtexs consecutius del 
quadrat. 
Calculeu la proporció entre l’àrea ombrejada i 
l’àrea del quadrat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució 1: 
Siga el quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷, 

𝐴(−1, −1), 𝐵(1, −1), 𝐶(1, 1), 𝐷(−1, 1) 
La paràbola superior té focus 𝐹(0, 1) i directriu 𝑦 = 0 
La seua equació és: 

𝑦 =
1

2
𝑥2 +

1

2
 

L’àrea ombrejada és: 

𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎 = 8 · ∫ (
1

2
𝑥2 +

1

2
) − 𝑥

1

0

𝑑𝑥 = 

= 8 · (
1

6
𝑥3 −

1

2
𝑥2 +

1

2
)|

0

1

=
4

3
 

L’àrea del quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 és: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 4 
La proporció d’àrees és: 
𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

1

3
 

 
Solució 2: 
Siga el quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷, 
𝐴(−1, −1), 𝐵(1, −1), 𝐶(1, 1), 𝐷(−1, 1) 

El vèrtex de la paràbola és 𝑉 (0,
1

2
) 

L’àrea del quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 és: 

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 4 
El segment de paràbola ombrejat 
(Propietat d’Arquimedes) és: 

𝑆 =
4

3
𝑆𝐶𝐷𝐸 =

4

3
· (

1

2
· 2 ·

1

2
) =

2

3
 

L’àrea ombrejada és l’àrea del quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 
menys quatre vegades el segment anterior: 

𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎 = 8 − 4 ·
2

3
=

4

3
 

La proporció d’àrees és: 
𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

1

3
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4165.- La figura està formada per hexàgons 
regulars. 

Si 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 210, calculeu les mesures dels 

segments 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ , 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siguen els hexàgons de costat 𝐾𝐿̅̅ ̅̅ = 𝑎 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =
5√3

2
𝑎, 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =

9

2
𝑎 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 

rectangle 𝐵𝐶𝐴
∆

: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎√39 = 210 

𝑎 =
70√39

13
 

𝑃𝐷̅̅ ̅̅ =
√3

2
𝑎 

Els triangles rectangles 𝐵𝐶𝐴
∆

, 𝑃𝐷𝐴
∆

 són semblants. 
Aplicant el teorema de Tales: 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅

210
=

√3
2 𝑎

5√3
2

 

𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 42, 𝐵𝑃̅̅ ̅̅ = 210 − 42 = 168 
 
Siga ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼 

sin 𝛼 =
3√39

26
, cos 𝛼 =

5√13

26
 

∠𝐸𝐵𝐶 = 60° 
∠𝐸𝐵𝑄 = 60° − 𝛼 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = 2𝑎√3 

Aplicant raons trigonomètriques al triangle rectangle 𝐵𝐸𝑄
∆

: 

𝐵𝑄̅̅ ̅̅ =
2𝑎√3

cos(60° − 𝛼)
=

2𝑎√3

1
2

5√13
26 +

√3
2

3√39
26

=
4√39

7
𝑎 =

4√39

7
·

70√39

13
= 120 

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 168 − 120 = 48 
  

B
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P
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Resultado: 42,00
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4166.- La figura està formada per dos 
quadrats i un semicercle. 
Calculeu la mesura de l’angle 𝑥 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 
 

 
 
 
  

D A

BC

K

P

E

45,0 °Els triangles PKA, BKA

AP=AD=AB

angleDPB=135º
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x

45,0 °Els triangles PKA, BKA
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angleDPB=135º

x=angleDPE=135º-90º=45º
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4167.- La figura està formada per un quadrat i 
quatre paràboles tangents que passen cadascuna 
per dos vèrtexs consecutius del quadrat. 
Calculeu la proporció entre l’àrea ombrejada i l’àrea 
del quadrat. 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el quadrat 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2 de centre 𝑂. 
Considerem la paràbola superior. 
El vèrtex de la paràbola és el centre 𝑂 del quadrat. 
Siga F el focus i la directriu de la paràbola (paral·lela al 

costat 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

Siga 𝑂𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑎 

𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑎 

𝐹𝐶̅̅̅̅ = 𝐹𝑃̅̅ ̅̅  

1 + 𝑎 = √1 + (1 − 𝑎)2 

Resolent l’equació: 

𝑎 =
1

4
 

La recta tangent a la paràbola superior i la paràbola de la 
dreta que passa pel punt 𝐶 és la recta 𝑀𝐶 
L’àrea del segment parabòlic (aplicant la propietat 
d’Arquimedes) és: 

𝑆𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 =
4

3
· 𝑆𝐶𝐷𝑂 =

4

3
·

1

2
· 2 · 1 =

4

3
 

 
Considerem la paràbola de la dreta. 
Siga 𝑊 el vèrtex de la paràbola, 𝐹1 el focus i la 
directriu. 

𝑄𝑇̅̅ ̅̅ = 1, 𝑇𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅ = 2 

Siga 𝑊𝐹̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏 

𝑊𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑊𝑇̅̅ ̅̅ ̅ = 1, 𝑂𝐿̅̅ ̅̅ = 1, 𝑂𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑏, 𝐿𝐹1

̅̅ ̅̅̅ = 1 − 𝑏 

𝐶𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐹1𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 

1 + 𝑏 = √1 + (1 − 𝑏)2 

Resolent l’equació: 

𝑏 =
1

4
 

L’àrea del segment parabòlic (aplicant la propietat 
d’Arquimedes) és: 

𝑆𝑑𝑟𝑒𝑡𝑎 =
4

3
· 𝑆𝐵𝐶𝑊 =

4

3
·

1

2
· 2 ·

1

4
=

1

3
 

L’àrea ombrejada és: 

𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎 = 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 − (2 · 𝑆𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 + 2 · 𝑆𝑑𝑟𝑒𝑡𝑎) = 4 − (2 ·
4

3
+ 2 ·

1

3
) =

2

3
 

La proporció d’àrees és: 

𝑆𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑗𝑎𝑑𝑎

𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷
=

2
3
4

=
1

6
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4168.- La figura està formada per un triangle rectangle i 
un quadrant i un semicercle en el seu interior. 

Calculeu l’àrea del triangle 𝐴𝐵𝐶
∆

 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga 𝐶𝐹̅̅̅̅ = 𝑎 

Els triangles rectangles 𝐵𝑄𝐶
∆

, 𝐸𝑃𝐶
∆

 són semblants. 
Aplicant el teorema de Tales: 

2

3 + 𝑎
=

1

1 + 𝑎
 

Resolent l’equació: 
𝑎 = 1 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 4 
Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 

 𝐸𝑃𝐶
∆

: 

𝐶𝑃̅̅̅̅ = √3 
 

Els triangles rectangles 𝐴𝐵𝐶
∆

, 𝐸𝑃𝐶
∆

 són semblants. 
Aplicant el teorema de Tales: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅

1
=

4

√3
 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =
4√3

3
 

L’àrea del triangle rectangle 𝐴𝐵𝐶
∆

 és: 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
· 4 ·

4√3

3
=

8√3

3
 

 
  

1,25
Resultado: 1,25

B C

A
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1,25
Resultado: 1,25
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4169.- La figura està formada per tres circumferències. 
S’ha traçar la tangent comuna a les circumferències 
interiors. 
Calculeu la proporció: 
𝑎

𝑏
 

 
Solució: 

Siguen 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑟,  
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 6𝑟 

𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑟 
Siga 𝐽 la intersecció de les rectes 𝑃𝑄, 𝐴𝐵. 

Siga 𝐽𝐴̅̅ ̅ = 𝑥 

Els triangles rectangles 𝐽𝑁𝐶
∆

, 𝐽𝑀𝐸
∆

 són semblants. 
Aplicant el teorema de Tales: 
2𝑟

𝑟
=

𝑥 + 4𝑟

𝑥 + 𝑟
 

Resolent l’equació: 
𝑥 = 2𝑟 

𝐽𝑁̅̅̅̅ = 2√2𝑟 

Els triangles rectangles 𝐽𝑁𝐶
∆

, 𝐽𝐷𝐿
∆

 són semblants. 
Aplicant el teorema de Tales: 

𝐷𝐿̅̅̅̅

𝑟
=

4𝑟

2√2𝑟
 

𝐷𝐿̅̅̅̅ = 𝑟√2 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle  𝐾𝐷𝑂
∆

 

(𝑏 + 𝑟√2)
2

= 8𝑟2 

𝑏 = 𝑟√2 

𝐷𝐻̅̅ ̅̅ = 2𝑟√2 

Siga 𝐹 el punt mig del segment 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

Els triangles rectangles 𝐽𝑁𝐶
∆

, 𝐽𝐹𝑂
∆

 són semblants. 
Aplicant el teorema de Tales: 

𝐹𝑂̅̅ ̅̅

𝑟
=

5𝑟

3𝑟
, 𝐹𝑂̅̅ ̅̅ =

5

3
𝑟 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle  𝐾𝐷𝑂
∆

 

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2 · 𝐹𝑃̅̅ ̅̅ = 2√9𝑟2 −
25

9
𝑟2 =

4

3
√14𝑟 

Aplicant la potència del punt L respecte de la circumferència exterior: 

𝑎(𝑃𝑄̅̅ ̅̅ − 𝑎) = 𝑏 · 3𝑏 

𝑎 (
4

3
√14𝑟 − 𝑎) = 6𝑟2 

𝑎2 −
4

3
√14𝑟𝑎 + 6𝑟2 = 0 

Resolent l’equació: 

𝑎 =
2√14 + √2

3
 

La proporció dels segments és: 

𝑎

𝑏
=

2√7 + 1

3
 

ab

2,58 cm

1,23 cm

Resultado: 2,0971675407

0,87 cm
Resultado: 2,97

1,74 cm1,23 cm

Resultado: 1,41

Resultado: 2,10

Resultado: 2,97

1,23 cm

1,35 cm

4,33 cm

Resultado: 4,99

Resultado: 2,97

Resultado: 4,99

A C D E
B

OJ

N

L

P
a

K

b

3,04 cm

1,45 cm

Resultado: 2,0971675407

M

Q

H

Resultado: 2,97

Resultado: 1,41

Resultado: 2,10

Resultado: 2,97

1,45 cm

1,59 cm

5,12 cm

Resultado: 4,99

Resultado: 2,97

F



4170.- Calculeu la proporció entre l’àrea del rectangle 
ombrejat i l’àrea del quadrat exterior. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

 
 
 
 

7/16


