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Problemes de Geometria per a l’ESO 45 
 
 
 
441.- En un quadrilàter cada diagonal divideix el quadrilàter en dues parts d’igual àrea. 
Proveu que les diagonals divideixen el quadrilàter en quatre parts d’igual àrea. 
KöMaL, abril 99, Gy3274. 
 
Solució: 
Siguen 4321 S,S,S,S  els quatre triangles que les diagonals 

BD,AC del quadrilàter ABCD divideixen el quadrilàter. 

La diagonal AC  divideix el quadrilàter en dues parts d’igual 
àrea, aleshores: 

4321 SSSS +=+ . 
0SSSS 4321 =−−+                                                      (1) 

La diagonal BD  divideix el quadrilàter en dues parts d’igual 
àrea, aleshores: 

3241 SSSS +=+ . 
0SSSS 4321 =+−−                                                       (2) 

Sumant les expressions (1) (2): 
0S2S2 31 =− . 

Aleshores, 31 SS =                                                            (3) 
Restant les expressions (1) (2): 

0S2S2 42 =− . 
Aleshores, 42 SS =                                                            (4) 
Dos triangles que tenen la mateixa altura les àrees son proporcionals a les bases, 
aleshores: 

3

4

2

1

S
S

S
S

=                                                                            (5) 

4231 SSSS ⋅=⋅                                                                  (6) 
Substituint les expressions (3) (4) en l’expressió (6): 

2
2

2
1 SS =                                                                             (7) 

21 SS =  
Aleshores, 4321 SSSS === . 
 
Notem que la intersecció de les diagonals és el punt mig de les diagonals, aleshores, 
el quadrilàter és paral·lelogram. 
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442.-Calculeu els angles aguts del triangle rectangle de la 
figura el qual ha estat dividit en 3 triangles isòsceles 
tots de costats iguals. 
KöMaL, K44. 
 
Solució: 
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Siga ABC∠=α . BDDEAEAC ===  

α=∠BED . 
α=∠+∠=∠ 2BEDDBEADE . 

α=∠=∠ 2ADEEAD . 
α=∠+∠=∠ 3EABABEAEC . 

α=∠=∠ 3AECACB . 
º90ACBABC =+∠ . 

º903 =α+α . 
Resolent l’equació: 

'30'22=α . 
'30º673C =α= . 
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443.- El rectangle de la figura s’ha disseccionat en 
quadrats. 
L’àrea del quadrat A és 2cm196 , la del quadrat B és 

2cm16  i la del quadrat C és 2cm81 . 
Calculeu l’àrea del rectangle. 
KöMaL, K307. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 
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14196RTQTNQNR ===== . 

416TUST === . 
10414STQTQPQS =−=−== . 

981KP == . 
 

cm3314109NQQPKPKN =++=++= . 
 

18414TURTRURM =+=+== . 
 

cm321814RMNRNM =+=+= . 
 
L’àrea del rectangle KLMN és: 

2
KLMN cm10563332KNNMS =⋅=⋅= . 
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444.- Proveu que si dos angles oposats d’un quadrilàter convex circumscrit a una 
circumferència són rectes el quadrilàter és un cometa. 
KöMaL, C1098. 
 
Solució: 
Siga el quadrilàter ABCD circumscrit a la circumferència de centre O i radi r. 
Siguen K, L M i N els punts de tangència del quadrilàter i la circumferència. 

ALAK = . 
rOK =  és perpendicular a AD , rON =  és perpendicular a CD . 

º90KDN =∠ . 
Aleshores, DKON és un quadrat, per tant, 

rOKDK == . 
Anàlogament, rBL = . 
Aleshores, ABAD = . 
Anàlogament, CBCD = . 
Aleshores, ABCD és un cometa. 
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445.- En un quadrilàter ABCE M és el punt mig del costat AB  i N el punt mig del costat 

CD . Les longituds de les diagonals AC  i BD  és 32  i formen un angle de 60º. 
Determineu la mesura del segment MN . 
KöMaL, C1099. 
 
Solució. 
Siga O la intersecció de les diagonals AC  i BD . 
 
a) Suposem que º60AODBOC =∠=∠ . 
Siga Q el punt mig del costat BC . 

NQ  és la paral·lela mitjana del triangle 
∆

DCB . 

MQ  és la paral·lela mitjana del triangle 
∆

ABC . 

Aleshores, 3BD
2
1

NQ == , 3AC
2
1

MQ == , º60AODNQM =∠=∠ . 

Aleshores el triangle 
∆

MQN és equilàter, aleshores: 

3NQMN == . 
 
b) Suposem que º120AODBOC =∠=∠ . 
Siguen P, Q els punts migs dels costats AD  BC , respectivament. 

NQ  és la paral·lela mitjana del triangle 
∆

DCB . 

NP  és la paral·lela mitjana del triangle 
∆

ACD . 

Aleshores, 3BD
2
1

NQ == , 3AC
2
1

NP == , º60AOBPNQ =∠=∠ . 

Aleshores el triangle 
∆

PQN  és equilàter. 

Anàlogament el triangle 
∆

PQM és equilàter. 
Siga K el punt mig del costat PQ  

KN2MN ⋅= . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 
∆

PKN 

2
3

PKNPKN
22

=−= . 

3KN2MN =⋅= . 
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446.- En la figura ABCD és un rectangle de 108cm de 
perímetre. 

AB
2
1

BC = , NCMNBMAQ === , PCDP = . 

Calculeu l’àrea del pentàgon AMNPQ. 
Olimpíada Ñandú 2011. Nivell 3. 
 
 
 
 
 
Solució: 
Siga xNCMNBMAQ ==== . 

x3BC = , x6BC2AB == , x2DQ = . 
El perímetre del rectangle ABCD és 108cm, aleshores: 

108x18 = . Resolent l’equació: 
6x = . 

36AB = , 18BC = . 
18PCDP == , 12DQ = . 

L’àrea del pentàgon AMNPQ és: 
( )PDQNCDABMABCDAMNPQ SSSSS ++−=  










 ⋅
+

⋅
+

⋅
−⋅=

2
DQPD

2
CNCP

2
BMAB

BCABSAMNPQ . 

2
AMNPQ cm378

2
1218

2
618

2
636

1836S =





 ⋅

+
⋅

+
⋅

−⋅= . 
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447.- Coneixent els quatre costats d’un trapezi, calculeu les longituds dels costats del 
triangle format pels seus costats no paral·lels (exterior al trapezi). 
José Cubillo, 111. 
 
Solució: 
Siga ABCD el trapezi de costats paral·lels aAB = , bCD =  i costats no paral·lels 

cAD = , dBC = . 
Suposem que ab < . 
Siga P la intersecció de les rectes AD, BC. 

Siga xCP = , yDP = , costats del triangle 
∆

CDP . 

Els triangles 
∆

DCP . 
∆

ABP  són semblants.  
Aplicant el teorema de Tales: 

ba
d

b
x

a
xd

−
==+ . 

Resolent l’equació: 

ba
bd

x
−

= . 

ba
c

b
y

a
yc

−
==+ . 

Resolent l’equació: 

ba
bc

y
−

= . 
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448.- En la figura ABCD és quadrat P i Q són punts migs dels 
costats del quadrat. 
Calculeu la raó entre les àrees de la zona ombrejada i la del 
quadrat. 
Revista OIM, 43 
 
 
 
 
Solució: 
Siga K, L, M, N els vèrtexs del quadrilàter ombrejat. 

Els triangles 
∆

PBK , 
∆

CDK  són semblants i la raó de semblança és 1:2. 
Aleshores: 

2
1

DK
BK = , BD

3
1

BK = . 

N és el centre del quadrat, BD
2
1

BN = . 

BD
6
1

BKBNNK =−= . 

Els triangles 
∆

BCD , 
∆

KCN  tenen la mateixa altura les 
àrees són proporcionals a les bases. Aleshores: 

ABCDABCDBCDKCN S
12
1

S
2
1

6
1

S
6
1

S === . 

La recta CP talla la recta AD en el punt R. 
ADAR = . 

Els triangles 
∆

CMQ , 
∆

AMD són semblants i la raó  
de semblança és 1:2. 

2
1

DM
MQ = , DQ

3
1

MQ = . 

 

Els triangles 
∆

CLQ , 
∆

RLD   són semblants i la raó  
de semblança és 1:4. 

4
1

DL
QL = , DQ

5
1

QL = . 

BD
15
2

BD
5
1

3
1

QLMQML =





 −=−= . 

Els triangles 
∆

LCM , 
∆

QCD  tenen la mateixa altura les àrees són proporcionals a les 
bases. Aleshores: 

ABCDABCDQCDLCM S
30
1

S
4
1

15
2

S
15
2

S === . 

ABCDABCDLCMKCNKLMN S
20
1

S
30
1

12
1

SSS =





 −=−= . 
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449.- Siga el quadrat ABCD i F un punt qualsevol del costat BC . 
Pel punt B tracem la perpendicular a la recta DF que talla la recta DC en el punt Q. 
Determineu la mesura de l’angle FQC∠ . 
 
Solució: 
Siga FDC∠=α , aleshores α=∠CBQ . 

CFDC = . 

Per tant, els triangles rectangles 
∆

DCF , 
∆

BCQ  són iguals. 
Aleshores, CQCF = . 

El triangle rectangle 
∆

CFQ  és isòsceles, aleshores: 
º45FQC =∠ . 
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450.- En el rectangle ABCD, M, N, P, Q són els punts migs 
dels costats. 
Si l’àrea del triangle ombrejat és 1, calculeu l’àrea del 

rectangle ABCD i del triangle 
∆

CQM . 
 
Solució: 
Siga O la intersecció dels segments PM, QN  (centre del 
rectangle) 
Siga K la intersecció dels segments CM , QN . 
Notem que ON és paral·lela mitjana del rectangle MBCQ. 
Aleshores, K és el punt mig del segment ON . 
Dos triangles que tenen la mateixa altura les àrees són proporcionals a les bases. 
 

Els triangles 
∆

OKC , 
∆

QKC  tenen la mateixa altura aleshores: 

2
OK

ON
S
S

OKC

ONC == , aleshores, 2SONC = . 

4S2S ONCONCP =⋅= . 
16S4S ONCPABCD =⋅= . 

 
OK3QK ⋅=  

Els triangles 
∆

OKC , 
∆

QOC  tenen la mateixa altura aleshores: 

3
OK

QK
S
S

OKC

QKC == , aleshores, 3SQKC = . 

BNCN = . 

Els triangles 
∆

QKC , 
∆

QKM tenen la mateixa base i la mateixa altura, aleshores tenen la 
mateixa àrea. 
aleshores les àrees són proporcionals a les altures: 

1
OM

CN
S
S

OKC

OKM == , aleshores, 3SS QKCQKM == . 

L’àrea del triangle 
∆

CQM  és: 
633SSS QKMQKCCQM =+=+= . 

 
 
 


