
Problemes de Geometria per a l’ESO 451 
 
 
 
 
4501.- Quatre punts 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 formen un quadrilàter. 
Demostreu que és un rectangle si i només si per a 
qualsevol punt 𝑃 tenim que  

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 
 
 
 
Solució: 

Suposem que 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 per a qualsevol 𝑃. 
Volem demostrar que 𝐴𝐵𝐶𝐷 és un rectangle 
Si 𝑃 = 𝐴 

𝐴𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 
Si 𝑃 = 𝐶 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 
Sumant les dues expressions: 

2 · 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 

Si 𝑃 = 𝐵, 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 

Si 𝑃 = 𝐷, 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 
Sumant les dues expressions: 

2 · 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 
 

Aleshores, 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 
Aplicant el teorema invers de Pitàgores: 
𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 𝐷 = 90° 
 
Suposem que 𝐴𝐵𝐶𝐷 és un rectangle. 
Siga 𝑃 un punt qualsevol del plànol. 

Siguen 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎, 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑏 
Siguen 𝛼 = ∠𝑃𝐷𝐶, 𝛽 = ∠𝐶𝐷𝐵 

sin 𝛽 =
𝑏

√𝑎2 + 𝑏2
, cos 𝛽 =

𝑎

√𝑎2 + 𝑏2
 

Aplicant el teorema del cosinus als triangles 𝑃𝐷𝐶
∆

, 𝑃𝐴𝐷
∆

 

𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 𝑎2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 2𝑎 · 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ · cos 𝛼, 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 𝑏2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 2𝑏 · 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ · cos 𝛼,  
Sumant ambdues expressions: 

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2 · 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 2𝑃𝐷̅̅ ̅̅ · (a · cos 𝛼 + 𝑏 · sin 𝛼)  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 𝑃𝐵𝐷
∆

 

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 2 · 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ · √𝑎2 + 𝑏2 · cos(𝛼 + 𝛽) =
= 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 2 · 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ · (𝑎 · cos 𝛼 − 𝑏 · 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

 

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐶̅̅̅̅ 2 = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ 2 
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4502.- En el triangle rectangle de la figura 
calculeu la mesura del catet 𝑥 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el triangle rectangle 𝐴𝐵𝐶
∆

, 𝐶 = 90°, 𝐴𝐵 = 6 
Siga 𝛼 = ∠𝐶𝐴𝐵 

cos 𝛼 =
𝑥

6
 

Aplicant el teorema del cosinus a triangle 𝐴𝐷𝐶
∆

: 

9 = 1 + 𝑥2 − 2 · 1 · 𝑥 ·
𝑥

6
 

𝑥2 = 12 

𝑥 = 2√3 
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4503.- La figura està formada per dues 
circumferència iguals i tangents i un semicercle que 
tenen els tres centress alineats. 
Calculeu la proporció entre les àrees del triangle 
blau, el triangle groc i el triangle verd. 
 
 
 
 
Solució: 

 
Siga 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 1, 𝐴𝑇̅̅ ̅̅ = 𝑇𝑀̅̅̅̅̅ = 2 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐾𝑇𝑀
∆

: 

𝐾𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = √5 

𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ = √5 − 1, 𝐽𝑁̅̅̅̅ = 2, 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = 1 + √5 
Dos triangles que tenen la mateixa altura les àrees són proporcionals a les bases: 

𝑆𝑀𝑁𝑇 ∶ 𝑆𝑁𝐿𝑇 ∶ 𝑆𝑃𝑀𝑇 = (√5 − 1) ∶ 2 ∶ (1 + √5) =
1

Φ
∶ 1 ∶ Φ 
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4504.- En la figura calculeu la mesura de 
l’angle 𝛼 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga el quadrilàter 𝐴𝐵𝐶𝐷 de costats 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = Φ√2, 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √2. 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 1 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle rectangle 𝐴𝐵𝐷
∆

: 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 1 + 2Φ 

cos 𝐴 =
1

Φ√2
 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 𝐵𝐶𝐷
∆

 

1 + 2Φ = 1 + 2 − 2 · 1 · √2 · cos 𝐶 

cos 𝐶 =
1 − Φ

√2
= −

1

Φ√2
 

Aleshores, els angles 𝐴, 𝐶 són suplementaris. 

El quadrilàter 𝐴𝐵𝐶𝐷 és cíclic. 
𝛼 = ∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐵 = 90° 
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4505.- La figura està formada per un quadrat, un 
quadrant i tres triangles. 
Calculeu la proporció entre l’àrea marró i l’àrea 
verda 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 
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4506.- La figura està formada per un rectangle rosa 
i quatre triangles equilàters. 
Calculeu la proporció entre l’àrea total verda i l’àrea 
del rectangle rosa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 
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AB=b

AD=CE=a

angleABG=150º

Teorema cosinus ABG

4a²=b²+a²+ab·sqrt(3)

b/a=sqrt(3)/

4·[CEF]/[ABCD]=sqrt(3)a²/(ab)=

Resultado: 1,62



4507.- Sobre l’exterior dels costats d’un triangle 
s’han dibuixat tres quadrats. 
Calculeu la suma de les àrees dels tres quadrats. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 
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BC=a, AC=b, AB=c

Teorema cosinus ABC
a²=b²+c²-2bc·cos A

Teorema cosinus DAE

9=b²+c²+2bc·cos A

a²+9=2b²+2c²

b²+16=2a²+2c²

c²+25=2a²+2b²

3(a²+b²+c²)=50

[blava]=a²+b²+c²=50/3
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a²=b²+c²-2bc·cos A
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9=b²+c²+2bc·cos A

a²+9=2b²+2c²

b²+16=2a²+2c²

c²+25=2a²+2b²

3(a²+b²+c²)=50

[blava]=a²+b²+c²=50/3



4508.- Siga el triangle 𝐴𝐵𝐶
∆

 i 𝐴𝐻̅̅ ̅̅  l’altura. 

Si 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 2, 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = 3, ∠𝐵𝐴𝐶 = 45°, calculeu la mesura 

de l’altura 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ . 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

Siga 𝑥 = 𝐴𝐻̅̅ ̅̅  
Siga 𝛼 = ∠𝐵𝐴𝐺, ∠𝐻𝐴𝐶 = 45° − 𝛼 

tan 𝛼 =
2

𝑥
 

3

𝑥
= tan(45° − 𝛼) =

1 − tan 𝛼

1 + tan 𝛼
=

1 −
2
𝑥

1 +
2
𝑥

 

𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 

𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑥 = 6 
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4509.- En la figura, calculeu la mesura de 
l’angle 𝛼 si 𝑥 + 𝑦 = 𝑧 + 𝑡 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

El triangle𝐴𝐵𝐶
∆

 és rectangle 𝐴 = 90° 

𝑧 = 𝑥√3 
𝑦 + 𝑡 = 2𝑥 

𝑦 − 𝑡 = 𝑥 + 𝑧 = (√3 − 1)𝑥 

𝑦 =
1 + √3

2
𝑥, 𝑡 =

3 − √3

2
 

Siga H la projecció de A sobre la hipotenusa 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

𝐵𝐻̅̅ ̅̅ =
1

2
𝑥, 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ =

√3

2
𝑥 

𝐷𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑦 − 𝐵𝐻̅̅ ̅̅ =
√3

2
 

∠𝐻𝐷𝐴 = 45° 
𝛼 + 30° = 45° 
𝛼 = 15° 
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4510.- En la figura, calculeu la mesura de 
l’angle 𝛼 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solució: 

El quadrilàter 𝐴𝐵𝐶𝐷 és un trapezi de costats paral·lels 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  
∠𝐷𝐶𝐵 = 135° 
∠𝐴𝐵𝐶 = 45° 
𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑥 

Siga 𝐻 la projecció de 𝐶 sobre 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

𝐶𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑥 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑥 

tan 𝛼 =
1

2
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