Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria per a ’'ESO 48

D
471.- En el triangle ABC, els punts D i E pertanyen al
costat BC tal que BD=BA i CE =CA . 40
Si DDAE =40° determineu la mesura de I'angle A del

D
triangle ABC.

Solucio: E D
Siga a =bBAE .
PBAD =40°+a .

D P P
El triangle ABD és isosceles, BD =BA, aleshores:
DPADB =40°+a , B=100°-2a.
BDAEC =B + DBAE =100°-a .

D -
El triangle AEC és isosceles, CE = CA , aleshores:
BEAC =100°-a .
A =DBAE + BPEAC =a +100°- a =100°.
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472.- En la figura un octogon regular té inscrit un triangle.
Calculeu la proporcié entre les arees del triangle i 'octogon
regular.

Soluci6 1:

/

L’'area ombrejada de les tres figures és igual.
L’area de la tercera figura és la quarta part de I'octogon.

Soluci6 2: S F M E R
Siga ABCDEFGH I'octogon regular de costat AB =1.

L’octogon regular esta inscrit en el quadrat PQRS.

L’area de I'octdogon és igual a I'area del quadrat PQRS menys G D

D
I'area de 4 triangles rectangles i isosceles iguals a BQC
Si BC =1, aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle H

D
BQC:

Bo-co-12. - A B o
2

PQ=AB +2BQ=1++/2

L’area de I'octogon regular és:

22
22

2
S pBcDEFGH = SPQRS - 4SBQC = (1+ JE) -4

D
L’area del triangle ABM és:

_ AB*PS :1(1+«/§)= 1+«/§.

S, =
ABM 2 2 2
D
La proporci6 entre I'area del triangle ABM i I'octogon és:
1+ 1/5
S pem — 2

1
S ABCDEFGH B 2(1+1/§) 4

Nota: Si el poligon regular té 2n costats la proporcio entre les arees del triangle i el

. 1
poligon regular és =.
n
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473.- Siga un con tal que la generatriu i la base forma un angle
de 60°.

Una esfera és tangent al con (la cara lateral i la base).

En quina proporci6 estan els seus volums.

Solucio:
Siga la secci6 perpendicular a la base que passa pel vértex del con.

D
Aquesta seccio forma un triangle equilater ABC i la secci6 de I'esfera es una
circumferéncia tangent al triangle equilater.

Siga AB = 2R diametre del con.

AM=R.
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC : c
L'altura del con és: AM = R+/3 .
Siga r =OM radi de l'esfera. DOAM =30° .
Aleshores, AO =2r, AM =1+/3 .
R=rv3.

0
r = ER .

3
El volum de I'esfera és: A M
4 4 43

Vesfera :Eprg = gp?Rg '

El volum del con és:
Veon =%pR2R«/_ =§pR3.

La proporcio entre els volums és:

4 £R3
Vesfera — 3 p 9 — i
Vcon ﬁpRg

3
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474.- Siga un con tal que la generatriu i la base forma un angle de 60°.
Una esfera circumscrita al con.
En quina proporci6 estan els seus volums.

Solucio:
Siga la secci6 perpendicular a la base que passa pel vértex del con.

D
Aquesta seccio forma un triangle equilater ABC i la secci6 de I'esfera es una
circumferencia circumscrita al triangle equilater.

Siga AB = 2R diametre del con.

AM =R, <
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :
L'altura del con és: AM = R+/3 .
Siga r =OA radi de I'esfera. POAM =30°. o
Aleshores, OM = % AM = rg.
A M B
- N
2
r = ﬁR i
3
El volum de l'esfera és:
4 4 83
Vesfera =§pr3 = ngRB '

El volum del con és:

Ve, :%pRZR«/_ =§pR3 .

La proporcio entre els volums és:

4 %R3
Vesfera — 3 p 9 — g
Vcon EDRS

3
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475.- En els punts migs d’'un octogon regular s’ha inscrit un altre
octogon regular.
Calculeu la proporcio entre les arees.

Solucio:
Els dos octdgons regulars s6n semblants.
La rad de les arees és igual al quadrat de la rad de semblanca dels dos octogons.

Siga l'octdgon ABCDEFGH de costat AB = ¢

L’angle interior de I'octdogon regular és DHAB =135°.
Siga PQRSTUVW l'octogon format pels punts migs dels
costats.

—_7i~_C
AP =AQ ==.
Q=3

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle PAQ:
2 2
PQ° =&2 + &2 . 2x8:Ccos1350.
e2g e2g 2 2

PQ” = 2+4J§cz.

La proporcio entre les arees dels dos octogons regulars és:

— .2
SporsTUW _ZPQY _ 2+42
S ABCDEFGH AB g 4
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476.- En els punts migs d’un pentagon regular s’ha inscrit un altre
pentagon regular.

Calculeu la proporcio entre les arees.

Solucio:
Els dos pentagons regulars son semblants.

La rad de les arees és igual al quadrat de la raé de semblanca
dels dos pentagons.

Siga el pentagon ABCDE de costat AB =c .
La ra0 entre la diagonal d'un pentagon regular i el costat és el

1+4/5

nombre d’or F = >

Aleshores, la diagonal BE = a xF .

- D
PQ és la paral-lela mitjana del triangle ABE:

— 1— F
PQ=-BE=—a.
Q=3 2

La proporcié entre les arees dels dos pentagons regulars és:
2
0

— .2 —a-—
Spors _ 2PQO =32 g _F? _1+F _3+

_ J5

S acoE B gﬁ Ej a’ 4 4 8
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477 .- Els segments que uneixen els punts migs d’un rombe mesuren 5i 12.
Calculeu el costat del rombe i la seua area.

Solucio:

Les diagonals d’'un rombe sén perpendiculars.

Siga el rombe ABCD.

Siguen P, Q, R, S els punts migs dels costats tal que:
PQ=12, PS=5.

—_— D D P
PQ i PS son paral-leles mitjanes dels triangles ABC, ABD, respectivament.
Aleshores:
PQ i PS son perpendicularsi AC =2PQ =24, BD = 2PS =10. B
L’area del rombe ABCD és:
Sasco = AC 8D =120.

Q

QS és paral-lela mitjana del rombe aleshores, AB = QS .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PQS:
AB = QS =+122+5% =13.
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8.- Siguen P, i Q el punts dels costats AB , E, respectivament, de

I'hexagon regular ABCDEF tal que AP = 2:BP, FQ =2>EQ. 2 %
Determineu la proporcié entre les arees del quadrilater APQF i de
I'hexagon ABCDEF. P 9
B E
C D

Solucio:

Dividim els costats AB, AF, FE en tres parts iguals (iguals a BP). A F
BE=2:AB.
Dividim la diagonal BE en sis parts iguals (iguals a BP). P
Al unir les parts el trapezi ABQF ha quedat dividit en 16 triangles Q
equilaters i el trapezi ABEF en 27 triangles equilaters, tots iguals. B E
L’hexagon ABCDEF estaria format per 54 dels anteriors triangles
equilaters.
La proporci6 entre les arees del trapezi APQF i 'hexagon ABCEDF és:

C D

Swr _16 _ 8

Sascoer 04 27"

Generalitzacio:

Siguen P, i Q el punts dels costats AB, FE, respectivament, de 'hexagon regular

ABCDEF de costat AB =c tal que AP = ¥Q = x.
Determineu la proporci6 entre les arees del quadrilater APQF i de I'hnexagon ABCDEF-.

Solucié:

. o — A
Siga T la projeccio de A sobre el segment PQ. BPAT =30°, aleshores: F
oot wrdi, /
2 2 P Q
PQ =2PT +AF = x +C. 5 T o £
L’area del trapezi APQF és:

_PQ+AF— _x+c+cx/3 _ (2cx+x* W3
Sppor = AT = = .
2 2 4

Siga O el centre de 'hexagon. C D
L’area de I'hexagon és igual a sis vegades 'area del triangle equilater

D
CDO:

2 2
_ _~.C 3 _3c 3
SABCDEF - 6 >6CDO - 6>( 4 - 2 .
La proporcio entre les arees del quadrilater APQF i de 'hexagon ABCDEF és:
(2cx +x2)/3

Sapgr _ 4 _lxz +2CX

S aBcoEr 3c? «/?_> 6 c?
2

. S 2
En el problema anterior x=2, ¢ =3, —2P%F - 1X +22CX = 8 .
ABCDEF O c 27




Ricard Peir6 i Estruch

479.- Calculeu 'area de la interseccio de les arees del quadrat i el
triangle equilater si el costat del triangle equilater és 4.

El quadrat té un costat sobre el costat del triangle equilater i el punt
mig del costat oposat és vertex del triangle equilater.

Solucio: S C

D -
Siga el triangle equilater ABC de costat AB =c..
Siga PQRS el quadrat tal que P, Q pertany al costat AB i C és el
punt mig del costat RS.

Siga M el punt mig del costat AB .
Siguen D, E les interseccions de el quadrat i el triangle equilater.

Siga F la projeccié de D sobre CM.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :

D E
- F
PQ=CM= C‘/_ N
A P M Q
m=ﬁ_@ -ols.
2
D
DFC és un triangle equilater tal gue BDCF =30°, aleshores:
CD= 2ﬁ=i CF—£CD—37?
BF - M- CF =L4'30

L’area del pentagon PQECD és igual a la suma de 'area del triangle equilater de
costat CD i del rectangle PQED:

J3—2 — —
Spacep = Spec * Spoep —TCD +PQ>DP
_3m3¢ L3 @/3-3 8 12-3V3 ,

§_+ Ci=
4522 2% 4 75 16

12-33

Sic=4, Spoeen =T42 =12- 34/3 »6'80.
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480.- Calculeu 'area de la interseccio de les arees del quadrat i el
triangle rectangle i isosceles si la hipotenusa del triangle rectangle
és 4.

El quadrat té un costat sobre la hipotenusa del triangle rectangle i
el punt mig del costat oposat és vertex del triangle.

Solucio:

D -
Siga el triangle rectangle i isosceles ABC C =90° d’hipotenusa AB =c.
Siga POQRS el quadna_ttal que P, Q pertany al costat AB iC ésel ¢ c R

punt mig del costat RS.
Siga M el punt mig del costat AB .
D
Siguen D, E les interseccions de el quadrat i el triangle ABC. D = E
D
El triangle AMC és rectangle i isdsceles aleshores:
PQ=CM=AM=2AB =<. APy QB
L 2 2

PM="R-C,

2 4
—_7o = _C
AP =AM - PM = 2

D
El triangle APD és rectangle i isosceles aleshores:
PD=AP=_,

4

Siga F la projeccié de D sobre CM.
PMFD és un quadrat.

L’area del pentagon PQECD és igual a tres vegades l'area del quadrat PMFD

2
2 _ ) _ 3
Seacep = 3" Spurp + Spoep = 3PM 23322 :Ecz.

. 3
Sic=4,S == 42 =3.
PQCED 16



