Problemas de Geometria per a 'lESO
Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria 5 per a 'ESO

41.- Donades circumferencies iguals de radi R i tangents dos a dos (veure figures).
Determineu el radi de la circumferéencia tangent i interior a elles.

B & &

Siga r el radi de la circumferéncia tangent interior de centre E.

Solucio:
a)

D
El triangle ABC que formen els centres de les tres
circumferéncies iguals és equilater i de costat 2R.

Considerem el triangle rectangle ABE on D és el punt
mig del segment AC.
DBDAE =30°.

== _R+r

AE =R+r, AD=R, DE= S

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADE:

2

(R+r)? =R? +8€R; 9 Resolent I'equacio en la incognita r:
e 2

p= 3243 23 R.

3

b)
Siga r el radi de la circumferencia tangent interior de centre E.

El quadrat ABCD gque formen els centres de les quatre circumferéncies iguals té costat
2R.

Considerem el triangle rectangle AI\BIE on M és el
punt mig del segment AB .

AM=ME =R, AE =R+r.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
AI\L}IE :

(R +r)?> =R? +R?. Resolent I'equacio en la incognita

rr:=(«/§—1)?.
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c)
Siga r el radi de la circumferéncia tangent interior de centre O.
L’hexagon regular ABCDEF que formen els centres de les sis
circumferéncies iguals té costat 2R.

AO =R +r.

D
El triangle OAB és equilater.

Aleshores, AO = AB..
R+r =2R . Resolent 'equaci6 en la incognita r:

r=R.

d)
Siga r el radi de la circumferéncia tangent interior de centre O.

El pentagon regular ABCDE que formen els centres de les sis circumferéncies iguals té
costat 2R.

AO =R +r.

D
Considerem el triangle rectangle AMO on M és el punt
mig del segment AB .. ‘ A
AM =R, AO=R+r. 7

PMAO =54°. \\ r

1+4/5 5- 45

sin54° = 7 cosb54° =

; >
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle ’

D
AME :

R _5 \/E- Resolent I'equacio en la incognita r:
R+r 8
r = ﬂR .

5
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42.- Donades circumferencies iguals de radi R i tangents dos a dos (veure figures).
Determineu el radi de la circumferéncia tangent i exterior a elles.

VRO

Solucio:

a)

Siga r = OT el radi de la circumferéncia tangent exterior de
centre O.

D
El triangle ABC que formen els centres de les tres
circumferéncies iguals és equilater i de costat 2R.

D
Considerem el triangle rectangle AOM on M és el punt mig

del segment AB .
POAM =30°.

5f=r-R,M=R,TA:L'§E.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOM:

.2
(R-r)? =R?+ (? '2R9 . Resolent I'equacio en la incognita r:
e a

b)
Siga r = OT el radi de la circumferéncia tangent exterior de centre O.

El quadrat ABCD que formen els centres de les quatre circumferéncies iguals té costat
2R.

T
Considerem el triangle rectangle AI\E/)IO on M és el punt mig D
del segment AB . A

AM=MO =R, OT=r-R.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle M o

Al\?lo :

(r- R)? =R? +R?. Resolent I'equacio en la incognita r: B C

r:(ﬁ+1)?.
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c)
Siga r = OT el radi de la circumferéncia tangent exterior de centre O.

L’hexagon regular ABCDEF que formen els centres de les sis circumferencies iguals té
costat 2R.

OA =r-R.

D
El triangle OAB és equilater.

Aleshores, AO = AB .
r- R =2R . Resolent 'equacio en la incognita r:

r=3R.

d)
Siga r el radi de la circumferéncia tangent exterior de centre O.

El pentagon regular ABCDE que formen els centres de les sis circumferéncies iguals té
costat 2R.

5'F=r-R.

D —
Considerem el triangle rectangle AMO on M és el punt mig del segment AB.
AM=R, AO=r-R.
PMAO =54°,

+\/—§ 5-\/—6
—5

sin54°= -1—.4..— , cosb4°o=

D
Aplicant raons trigonomeétriques al triangle rectangle AME :
R _ 5- \/—{-‘;
r-R
r= -.....—15 +52‘[§ R.

. Resolent I'equacio en la incognita r:
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43.- En la seguent figura el costat del pentagon regular mesura 1cm.
Calculeu els radis dels dos tipus de circumferéncies.

Solucio:
Siga AB =1, costat del pentagon regular gran.

D
El triangle ABJ és auri, aleshores:

Bi=L i=-L.

F F?
Siga R =OM el radi de la circumferencia inscrita al pentagon FGHIJ.
W=2%2’ DIOM =36°, cos36°=%, sin36°=%«/3 “F . 1g36°=+/5- 245 .
L tg(36°), aleshores, R = ! 15 J5 .
R 2F%tg36° 2\ 10

Siga r el radi de la circumferencia inscrita al triangle auri
D
ABJ.
D
Calculant I'area del triangle ABJ:
_AB+BJ+AJ [ = AB xAJ xsin 36°

S =
ABJ 2 2
1
2+— . o
2F r= Sin36 . Resolent I'equacié:

1 ,25-11«/5
2\ 2

La rad entre els radis és:

1 [25-11/5
r_2 2  _-5+35

=

5-5 2
10

1
2
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44.- En un triangle isosceles els costats iguals mesuren 13cm i el desigual 10cm.
Determineu els costats del rectangle inscrit en el triangle (un costat del rectangle esta

en el costat desigual del triangle) tal que el seu perimetre siga g el perimetre del
triangle.
Solucio:
D - - -
Siga el triangle isosceles ABC, AC =BC =13, AB=10.
D - P
Considerem el rectangle PQRS inscrit en el triangle ABC. Siga x=PQ, y =PS.

Com que el perimetre del rectangle és % el perimetre del triangle:

2(13 +13+10)=2x+2y.
54

Xty=— )
5 . S R
Siga CD altura del triangle ABC . Aplicant el teorema de Pitagores al
D - —_— -
triangle rectangle ADC: CD =+/13%- 5% =12. AP = 102 X
D D
Els triangles ADC, APS son semblants. Aplicant el teorema de AP Q
Tales: 2__y .
5 10- x
2
6x +5y =60 (2)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
15X +5y = 54 5 _ I1x=6
i , la solucio del qual és: | 24 .
16x +5y =60 ¥y=—

5
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45.- Siga el quadrilater convex ABCD. Les diagonals es tallen en el punt O de tal forma

D D D
que les arees dels triangles ABO, BCO, CDO so6n 12, 18, 24, respectivament.
Calculeu I'area del quadrilater ABCD.
Gusiev 269.

Solucio:
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son D

proporcionals a les bases.
Siga a=0B,b=0D.

D D
Els triangles BCO, CDO tenen la mateixa altura, aleshores:

Sgeco . OB 18 _a
- — =y . T T A
coo OD 24 b

ol On

=3
1

D D
Els triangles ABO, ADO tenen la mateixa altura, aleshores.

Sao _ OB
SADO _ﬁ
12 _a _3
Spo b 4

Aleshores, S,,, =16.

Sascp =S as0 T Sgco T Scpo ¥Sapo =12+18+24 +16 =70.
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46.- Un trapezi DEFG esta circumscrit a una circumferéncia de radi 2 (veure 7 E

figura), tal que el costat menut DE mesura 3 i els angles E i F s6n rectes.
Calculeu l'area del trapezi.

Crux Mathematicorum M359

Solucio:

Siga O el centre de la circumferéncia.

Siguen T,,T,,T,, T, . Els punts de tangéncia de la circumferencia i els costats del
trapezi.

OT, =OT, =0T, =ET, =ET, =FT, =FT, =2.

. D T3 E
EF=4.
Siga x =GT, =GT,, DT, =DT, =DE- ET,; =1. T2
Siga H la projeccié de D sobre el costat GF .
GH =x- 1.
D © T4
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle GHD :
(x+1? = (x - 1)*> +42. Simplificant:
x=4 Q)
L'area del trapezi es: G YR F

—EE.-'-.P.E_X—E.[E :_(.Z.ﬂﬁ4 =

Spers = 2 18.
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47.- Una corda comuna a dues circumferéncies que s’intersecten, es veu des dels
seus centres sota els angles 90°, 60°. Determineu els radis de les circumferéncies, si
la distancia entre els seus centres és igual a a.

Shariguin 184

Solucio:
Siga a=0,0, , AB corda comuna a ambdues circumferéncies.
Siga r =O,A, PAO,B=90°, R=0,A, DAO B = 60°.

Hi ha dos possibles casos. Si el segment que formen els centres talla la corda comuna
0 no.

Primer cas: A
Notem que AB és el costat del quadrat inscrit en la
circumferencia de centre O,, AB és el costat de
I’hexagon regular inscrit en la circumferencia de
centre O, .
Aleshores, AB =R =r+/2 . Siga x=0M.
D AB B
Per ser AMO, rectangle i isosceles, x :525 = % :
PAO ,M =30°. Aleshores, a- x=MO, = gR .
i_._R
772
Considerem el sistema, | . Resolent-lo en les incognites x, R:
: Ne)
- x=—R
i 2

L o_N3-1
}_X_T . Aleshores, R = («f— 1)a r--—(«[— 1)a
tr=(/-1h

Segon cas:
Notem que AB és el costat del quadrat inscrit en la circumferéncia de centre O,, AB
és el costat de I'hexagon regular inscrit en la circumferéncia de centre O, .

Aleshores, AB =R =r+/2. Siga x=0,M.

5 —_
Per ser AMO, rectangle i isosceles, x = ézli =% A
BAO ,M =30°. Aleshores, a+x =MO, = l[Z—SLR
i _ R
.
Considerem el sistema, i . Resolent-lo en les
la+x=2X2R B
t 2

incognites x, R:

i Jf3+1

}X 5 @ Aleshores, R=(«f§+1)a, r:l%(«f§+1)a.
R=(z +th i
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48.- Determineu l'area del pentagon limitat per les rectes BC, CD, AN, AM, BD, tal que
ABCD sbn els vertexs d'un quadrat, N és el punt mig de BC i M divideix el segment

CD en rad 2:1 (calculant a partir del vértex C), si el costat del quadrat ABCD és a.
Shariguin 190.

Solucio.
Siga PQNCM el pentagon format. A B

1

SADM - E SABCD

Siga R la projecci6 de P sobre la recta CD, S la projecci6 de P
sobre la recta AD.
PS=PR. P

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees sén S
proporcionals a les bases.

DV S D R \M
ED-'\ﬂ'l:-B_M:E.Aleshores, -D-'\f—z—l. \
SAPD AD 3 SADM 4

S
Per tant, —2¥°_ = N

SABCD 24

R S
Analogament, —2NQ. = 1
ABCD 12
1 el 1 0_3 3

Sponem = Sgep - (SDMP + SBNQ) = ‘Z‘SABCD - gEiSABCD +‘1’2‘SABCD ;:‘8‘SABCD = ‘éaz



Problemas de Geometria per a 'lESO
Ricard Peir6 i Estruch

49.- Un hexagon regular esta inscrit en una circumferéncia, mentre que un altre esta
circumscrit a la circumferéncia. Determineu el radi de la circumferéncia si la diferencia
dels perimetres dels hexagons és igual a a.

Shariguin 177.

Solucié:

Siga la circumferéncia de radi R.

Siga I'hexagon regular ABCDEF de inscrit en la circumferencia de perimetre p.
Siga I'hexagon regular IJKLMN de circumscrit en la circumferencia de perimetre P.

Siga 1J = Ol costat de I'hexagon regular circumscrit.
Siga AB = OA =R costat de I'hexagon regular inscrit.

. . - . OA _43
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectange ﬁ =

Els dos hexagons son semblants i la ra6é de semblanca és:
PO _0_ 0 _28

P AB OA 3 = 3

2
Aleshores, 3P = 24/3p (1)
Per hipotesi P-p=a 2
Considerant el sistema format per les expressions (1), (2):
}3P - 243p= 0. Resolent el sistema: }'p =[3+2/3
fP-p=a ftP={4+243
R:OA=E=%=3+§‘/§a.
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50.- Els angles d’'un quadrilater ABCD inscriptible en una circumferencia son
DDAB =a, BDABC =h. Les diagonals s’intersecten en el punt K i 'angle BBKC =g.

Determineu I'angle BACD.
Shariguin 179.

Solucio:
Pel Teorema de Tolomeu, els angles oposats d’un quadrilater inscriptible sén
suplementaris.

Siga x =DACD, y =bDAC .
Aleshores, BPCAB =a - y, BDACB =(180°-a)- x,
DADC =180°-b D

Per ser angles inscrits i abracgar el mateix arc:
y =bDAC =bDBC.

D
La suma dels angles del triangle KBC és 180°:
g+180°-a- x +y=180°. A
-x+y=a-g¢ 1)

D
La suma dels angles del triangle ACD és 180°:
X +y +180°-b =180°.

x+y=b (2)

Considerem els sistema format per les expressions (1) (2):
ix-y=a- . o

:' X~y g. Resolent el sistema en les incognites X, y:
TX+y=b

i _-a+b+g

XT3 -a+b+g

i . Aleshores, x=PACD=—— <=

| y = Lb-g

1 2



