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Problemes de Geometria per a I’'ESO 50

491.- Dibuixem poligons regulars.
Un d’ells, els costats de color roig i les diagonals de color verd, I'altre els costats de
color verd i les diagonals de color roig.

Hi ha un totals de 103 segments de color roig i 80 segments de color verd.
Quantes cares té cada poligon.
KoMal, C1105.

Solucio:
. . . ... nin-3) .
Si un poligon convex té n costats de color roig té 5 diagonals de color verd.

m(

Si un poligon convex té m costats de color verd té ng) diagonals de color roig.

n+ w =103. Simplificant:

2n+m? - 3m =206 (1)
@ +m =80 . Simplificant:

2m+n? - 3n =80 2)
Restant les expressions (1) (2):

2(n-m)+m? - n?+3(n- m)=46 (3)
2(n-m)+(mM+n)(m-n)+3(n-m) =46 (4)
(Mm-n)(M+n+5)=2:23, nmi N (5)
i =2 .

%m *n+s5=23 . Resolent el sistema:

im-n=2

in=13

im=15

El poligon de costats roig té 13 costats.
El poligon de costats verd té 15 costats.
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492.- Siga B un punt del segment AB .
Considerem les circumferéncies C,, C,, C, de diametre AB,

BC, AC deradis r, r,, r,, respectivament.

Considerem la tangent comuna r a les circumferencies C,, C,
pel punt B.

Considerem les circumferéncies tangent a larectariales A
circumferéncies C,, C,,i C,, C;, respectivament.

Proveu que tenen el mateix radi r,i que i a meés a més

X, =r3 X,.

KoMal, B4415.

Solucio:
3 =1 +r,.

Siga O,, O, els centres de les circumferencies C,, C, o5
Siga O, la circumferéncia tangent tangent a la recta r 04
i a les circumferéncies C,, C; isiga r, el seu radi.

Siga P la projecci6 de O, sobre AC, sigaQla \

projeccio de O, sobre R.

0,0, =r,+r,, 0,0, =r,-1,, OP=1,-1,, A R C
0,Q=r,, O;P=r,- 2%, +r,.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

D
rectangle O,PO, :
2 _ 2 2 _
o4P - (r1+r4) - (rl - r4) - 4I’1 -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle
D
O,PO, :
OP=(ry-r,)7-(ry-2r,+4r, )2 = 4r,x, - 4ryx, - 417 +4r, %, .
Igualant ambdues expressions:
Ar, 0, = 4 ), - Ay X, - 4P HAr e,

- 4y X, - 4r +4r 3, =0,
Ary ¥, =-4r° +4r, %,

4ry 3, =-4r/(r, - r,)+4r, x,.
Simplificant:

X, =T,

Analogament:
Siga O, la circumferéncia tangent tangent a la recta r i a les circumferéencies C,, C; i

siga r; el seu radi.
X, =r 4.
Aleshores, r, =r,.
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493.- Siguen B, C dos punts del segment AD (B entre Ai C)

tal que AB =CD . La figura limitada per les A
semicircumferéncies de diametres AD, AB, CD (en el E
mateix semipanol determinat pel segment AD i la
semicircumferéncia de diametre BC en I'altre semiplanol és

igual a I'area del cercle tangent interior a la semicircumferéncia de
diametre AD i tangent exterior a la semicircumferéncia de diametre BC.
Olimpiada alemanya.

Solucio:

Siga AD=2R, AB=CD =2r.

Aleshores, BC = 2R - 4r .

L’area limitada per les 4 semicircumfereéncies és igual a I'area del semicercle de
diametre AD, més l'area del semicercle de diametre BC menys l'area de dos
semicercles de diametre AB.

1 1
S4Semicerc|es = EpRZ +"§p(R - 2|’)2 + pr2 = p(R2 +r2 - 2Rr) = p(R - r)2 .

El cercle tangent interior a la semicircumferéncia de diametre AD i tangent exterior a
la semicircumferencia de diametre BC té diametre la suma del radi del semicercle de
diametre AD i del semicercle de diametre BC.
El radi és:

R+ 2R - 4r

S=——---2-—=R-I'.
2

Scercle = p(R' r)z.



494.- Dos quadrats de longituds de costats a, b estan disposats de
manera que dos vertexs pertanyen al cercle i altres dos pertanyen a
una corda (veure figura).
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funcioé de a, b.

b) Determineu el radi del cercle en funcio dels costats a, b dels
guadrats.

Olimpiada alemanya.

a) Determineu la distancia del centre del cercle a la corda en /

Soluci6:
Siga O el centre del cercle de radi r
Siga M el punt mig de la corda.

La recta OM passa pels punts migs dels costats que tenen els vertexs A,BiC, D en la

circumferéncia.
Siguen P i Q els punts migs.
Siga x =OM distancia del centre de la circumferéncia a la corda.

P

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPA:
2
. a

A P B

D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OQC: /
=19

e2g
Igualant les expressions:
o o 2
E2 +(a+x)? =82 +p-x?.
e2g e2g

r +(b- x)*.

2 2
aT+ a? +x? + 2ax =IOT+b2 +x2 - 2bx . Simplificant:

2 2
537 4 oax =22 ony.
4 4
Resolent I'equacio i simplificant:
5
x==(b- a).
8( )

El radi de la circumferencia és:

.2 5 2
r= 22 +&+20- a)
e2g e 8

6" _ \25a% +25b? +30ab

p 8
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495.- 5 monedes de radi 1 numerades del 1 al 5 de la figura estan
disposades de forma que 1, 2, 3 estan alineades.

Construim un quadrilater que conté les 5 monedes tal que els
costats son tangents a les monedes 1, 5, l'altre 3, 4, l'altre a, 4,
I'altre 3, 5.

Determineu 'area del quadrilater.

Olimpiada italiana.

Solucié:

Siga ABCD el quadrilater exterior tangent a les monedes 1, 5, 3, 4.
Siguen O, P, Q, R, S els centres de les 5 monedes.

Notem que els centre O, P S formen un triangle equilater de
costat 2.

DSOR =120°.

Aleshores, P, Q, R, S formen un rectangle.

Els costats del quadrilater ABCD son paral-lels al rectangle
PQRS, aleshores, ABCD és un rectangle.

Siguen E, F els punts de tangéncia de la circumferéncia 4 i els

costats CD, AD.
SE =SF =1.
Aleshores, AD =SP +2>SE =4,

Siga M el punt mig del costat SR .

D
DBSOM = 60°. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle SOM
SM=4/3.
AB = 2XGSM+25SF =2+/3 +2.,

L’area del rectangle ABCD és:
Speco = AB XD = (243 +2)1=8+843 .
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496.- En el paral-lelogram ABCD de la figura, E, F sén els punts migs

dels costats AB, CD, respectivament. BD és perpendicular a AB .

Calculeu I'area del quadrilater GEHF sabent que AB =5,
BD=2.
Olimpiada italiana.

A E B
Solucid:
EB=DF= %E , aleshores, EBFD és un paral-lelogram.

L’altura del paral-lelogram EBFD sobre la base EF és BD.

BE =CF, PHFC = DEBH, DHCF = BHEB, aleshores els triangles CPH, EBH, s6n
iguals.

Aleshores, EH =CH, BH=FH.

Analogament, AG =FG , DG =EG..

Per tant, GH és paral-lela mitjana del paral-lelogram EBFD.

L’area del quadrilater GEHF és igual a I'area del paral-lelogram EBHF, aleshores:
Scenr = Sesre = %SEBFD = %EB 8D 25122 = g :
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497.- En un quadrilater ABCD B =D =90°, AB = AD =20,
BC=CD=30.
Calculeu el radi de la circumferéncia inscrita al quadrilater.

Solucié:

El quadrilater ABCD té circumferencia inscrita ja que
AD +BC =AB +CD =50.

Notem que les diagonals d’aquest quadrilater s6n perpendiculars.
El centre O de la circumferéncia inscrita al quadrilater ABCD
pertany a la diagonal AC.

Siguen P i Q els punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita al triangle i els
costats BC, AB, respectivament.

D

A

_— C
Siga r = OP = OQ el radi de la circumferéncia inscrita al quadrilater.
PB=BQ=r.
PC=30-r, AQ=20-r.
D D P

Els triangles rectangles OPC, AQO sb6n semblants.

. 0
Aplicant el teorema de Tales: D
pc_oP
OP AQ Q

- A
0-r__r . Resolent I'equacio:

r 20-r

r=12.
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498.- Doblegant un paper quadrat ABCD, fem coincidir el punt B en el punt mig del

costat CD.
Amb el plegat el costat BC ha quedat dividit en dos segments de longituds a, b a £b.

b
Calculeu =-.
a

Olimpiada italiana.

Solucio:
Siga M el punt mig del costat CD del quadrat ABCD
La recta del plegat del paper €s la mediatriu del segment BM.

Larectar talla el costat BC en el punt P tal gque BP =b, CP =a.

BC=a+b, CM= 9_;_9

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BCM: é

N /
BM = 3’55-(a+b).

Siga Q la intersecci6 de la recta r i el segment BM.

BO= _Bé'\ﬂ _ _/__(a +b).

D D
Els triangles rectangles BCM, BQP son semblant.

Aplicant el teorema de Tales:
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b  — — — — B

499.- Siga el triangle isosceles ABC, AB =BC tal que AB =3xAC i
de perimetre 84.
Siga D el punt mig de BC, E el punt mig de CD.
Siga F el punt mig de AC, G el punt mig de CF.
Determineu l'area i el perimetre del quadrilater FGED.
S_o|u0|o: i b
DF és paral-lela mitjana del triangle ABC .
- D
GE és paral-lela mitjana del triangle FDC. £

D D D
Aleshores, els triangles ABC, FDC, GEC son semblants i estan en
relacio 4:2:1.

D

Calculem els costats del triangle ABC . A FG C

2xAB + AC = 84.

2 x3xAC + AC =84 .

7 xAC =84 .

Aleshores, AC =12, AB=BC =36.
ﬁz%ﬁzl&%z%ﬁ::&

DE=1BC=9 FG=1AC=3.
4 4

Els perimetre del quadrilater FGED és:
Pegep =DF+FG+EG+DE =18+3+9+9 =39.

D
Aplicant la formula d’Heré I'area del triangle ABC és:

\/—
_ 84><.|.24><|.2>60 — 36./35 .

SABC -

D D
Els triangles ABC, FDC s6n semblants ilarao és 2:1. Les arees sén proporcionals
als quadrats de la ra6 de semblanca:

Ao
Srpc = =2 S ppe = 935
e2g

D D
Els triangles ABC, GEC son semblants i la rad és 4:1. Les arees son proporcionals
als quadrats de la ra6 de semblanca:

2
&l o 9
Sgec = ¢+ Spsc = =.4J35.
edy 4

D
L’area del quadrilater FGED és igual a la diferéncia de les arees dels triangles FDC,

D
GEC, aleshores:
9 27
Skcep = Sepc - Seec =9V3S - Z‘V?’ :7‘\'35-
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500.- Els quadrats ABCD, EFGH sén iguals i tenen els costats
paral-lels, amb H interior al quadrat ABCD.

Si I'area de la zona ombrejada és 1, calculeu I'area del quadrat
ABCD.

Solucio:

D K C

E F

Siga M la projecci6 de H sobre AB
Siga K la projeccié de H sobre CD.
Siga L la projeccié de H sobre AD.
Siga N la projeccio de H sobre BC.

D D

Els triangles rectangles BME , CKH son iguals.
D D

Els triangles rectangles BNG, ALH son iguals.
D D

Els triangles rectangles AME , DKH soén iguals.

D D
Els triangles rectangles NGC, LHD soén iguals.

Aleshores, I'area del quadrat ABCD i la de I'hexagon AEBGCH son iguals.
Per tant, I'area del quadrat ABCD és 1.



