Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria per a ’'lESO 78

771.- En la piramide triangular regular ABCD l'area de la
seccid que passa per 'aresta lateral SC il'altura SO és

D
la meitat de I'area de la base ABC de la piramide.

L’aresta lateral és igual +/21. Determineu el volum de la
piramide i la seua area.

Solucio:
N D B
Siga a = AB aresta de la base ABC (triangle equilater).

Per ser la piramide regular el peu de l'altura SO, és el baricentre del triangle equilater
D P
ABC. Siga M el punt mig de l'aresta AB.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMC :

o= 13

CM=——a. Aplicant la propietat del baricentre O:
Co= E—M _3,
3 3

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COS:

.2
_ 0
so=_|(/z1f - 23,9 =J21- Loz
3 5 3
L’area del triangle CMS (secci6 del planol que formen SC il'altura SO é
See —;C_M>S_O—%£a 21 La? = dafoa

a3

L'area de la base ABC €s: Sppc =

D D
Com que l'area del triangle CMS és la meitat de I'area del triangle ABC:

2
%a 63 - a2 ;a 3 . Resolent I'equacio:
a=6.S0 =3.

. 2
1 162/53:95.

El volum de la piramide ABCS és: V = §SABC xS0 = 3

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMS :

v = |(vz1f - g—— 21- 32 =243,

L'area de la piramide ABCS €S: S, 5cg =Sppc 35S 55 =

2
6 ‘/§+36’Q2‘/§:27J_

3.
4
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772.- Siga ABCS un tetraedre regular d’aresta 4.

Siga D un punt de I'aresta SC tal que SD:DC =1: 3.
Determineu el volum del tetraedre ABDS.

Solucié:

SD:DC =1: 3, SC = 4, Aleshores:
DC =3.

El volum del tetraedre ABDS és igual al volum del tetraedre regular ABCS menys el
volum del tetraedre ABCD.

Siga SG l'altura del tetraedre regular ABCS. G és el baricentre de la cara base.
Siga M el punt mig de l'aresta AB .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :

CM=2y3.

Aplicant la propietat del baricentre G.
CG= %CM =213

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

2
— 0
SG=_|42- aen,\/E? =276
3 5 3

El volum del tetraedre regular ABCS és:

1 — _14%/3 4/6 _16
V=25, x8G=14 V346 _16 J_

ABCS 3 ABC 3 4 3

D D
Els triangles rectangles CGS, CHD sbén semblants i la

rad de semblanca és 4 : 3, aleshores:
DH= %% /6.
El volum del tetraedre ABCD és:

1 — 14 J_
VABCD _ESABC XDH—E— "/_
El volum del tetraedre ABDS és:

Vascp = Vases = Vasep = _W/_ 442 = ‘/_
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773.- Siga el tetraedre regular ABCS d’aresta 6.
Siga P el punt mig de I'aresta SA .
Siga Q el punt mig de I'aresta AB .
Siga R el punt mig de l'aresta SC .

D
Determineu I'area del triangle PQR.

Solucio:
- D - -
PQ és paral-lela mitjana del triangle ABS, PQ =%SB =3.

- D - -
PR és paral-lela mitjana del triangle ACS. PR = %AC =3.

L'angle DRPQ és igual a 'angle que formen AC i SB que és recte.

D
Aleshores, el triangle PQR és rectangle i isosceles.
Spor = ~PQ’ =2
PQR 2 2 )



Ricard Peir6 i Estruch

774.- En un quadrat de costat 10cm, amb linies paral-leles a les
diagonals s’ha dibuixat una creu (veure figura).
Si l'area de la creu és 64cm?, determineu 'amplaria entre els

bracos de la creu.
KoMalL, K372, febrer 2013.

Solucié:

Siga ABCD el quadrat de costat 10.

Siga x =EF.

L'area de la creu és igual a I'area del quadrat menys quatre vegades

D
I'area del triangle rectangle i isosceles EFG .
2
64 =107 - 4%. Resolent I'equacio:

X = 3«/5.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles
D M
EFG:
EG=EF/2 =6. A
E:AB' EG=10- 6 e
2 2

La distancia entre el bracos de la creu és igual a la mesura del segment EM:

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles AEM:
ME = AE/2 =24/2.
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775.- La figura és el disseny per a una arracada amb una linia de
simetria.

La mitja lluna esta formada per una semicircumferencia de radi 20mm i
un arc de 25mm. Determineu el radi de les dues circumferencies
ombrejades.

K6Mal, C1156, febrer 2013

Solucio: L
Siga la circumferéncia de centre O iradi ON =20.
Siga la circumferéncia de centre P i radi PM = 25 .

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPB:
OP =+/25%- 202 =15
Aleshores, OM = PM - OP =10.
Siga K el centre de la circumferéncia de diametre MN =10. B
Siga L el centre de la circumferéncia ombrejada, tangent a les tres
circumferencies anteriors.
Siga r =LD = LE el seu radi.
OK =15, PK =30. E
KL=5+r,0L=20-r,PL=25-r.
Siga a =bLKP.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle OKL :
20- r)? - 152 - (5 +r)?
cosa = ( ) ( ) Q)
- 2X15(5 +r)

Aplicant el teorema del cosinus al triangle PIE%L:
2 2 2
cosa:(25+r) -30°- (5+r) @) A
- 2X30(5+r)
Igualant les expressions (1) (2):
(20-1)? - 152 - (5+r)? _ (25+71)* - 302 - (5 +r1)?
- 2X5(5+T) - - 2x30(5 +r) '
Resolent I'equacio:
_30
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776.- En la figura les tres circumferéncies son iguals i el
guadrat té costat c.
Calculeu el radi de les circumferéncies.

Solucio:

Siga r el radi de les circumferencies.

Siga ABCD el quadrat de costat AB =c

Siguen K, L, M els centres de les tres circumferencies tangents.

Els centres formen un triangle equilater de costat KM= 2r.
Siga P la projecci6é de M sobre la recta que passa per K i és D

perpendicular a AB . o
Siga Q la projeccié de K sobre AB. KQ =r.

PCKP =45°, CKM = 30°, aleshores:
PMKP =15°.
PK=AD- 2KQ =c- 2r.

\/u\\

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle KPM: K \/

c-2r 1/€+\/E
4

=cosl15°=
2r

. Resolent I'equacié:

r

2
=—  —  _cC.
s+l 2



Ricard Peir6 i Estruch

777.- Calculeu I'area del trapezi isosceles ABCD, tal que els costats
AD, BC, CD son tangents a la circumferéncia de centre O i radi

10mi BC =5m. A
Garcia Ardura, problema 724.

Solucio 1:

Siga M el punt mig del costat AB . Siga N el punt mig del costat CD.

Siga MN =h altura del trapezi ABCD.

Per ser B, N punts de tangéncia; CN =CB =5.

Siga P la projecci6 de C sobre el costat AB . D N C

BOBC =90°. /
A

D D
Els triangles CPB, BMO s6n semblants. M =)
Aplicant el teorema de Tales:
h _BM leshores, BM = 2h. 0
5 10

OM=10-h.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BI\EIJO :
(10- h)? +(2h)? =102. Resolent I'equacio:

h=4.

AB =2BM = 4h =16 . CD = 2CN =10. L'area del trapezi és:

S jacp = AB ;CDh:16;104=52m2.

Solucio 2:

Siga M el punt mig del costat AB . Siga N el punt mig del costat CD .
Siga MN =h altura del trapezi ABCD.

Per ser B, N punts de tangéncia: CN =CB =5.

Siga P la projecci6 de C sobre el costat AB . Siga BP = x.

MP =CN=5.BM=5+x. OM=10- h.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMO :

(5+x)?+(10 - h)? =102 @

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BPC:
x%2+h? =52 2
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
i(5+x)* +(10- h)> =107 ix=3
}:( )7+ ) . La solucio del qual és: }X
fx? +h? =57 ih=4
AB =2BM =2(5+x) =16 . CD = 2CN =10. L'area del trapezi és:

_AB+CD, _16+10

S = h 4 =52m?2,
ABCD 5 5
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778.- Siga I'octaedre regular ABCDEF.
Siga P el punt mig de l'aresta AB .
Siga M el punt mig de l'aresta DE.

Siga N el punt mig de l'aresta CE .
Determineu la mesura de I'angle BMPN .

Solucio: F
Siga AB =a aresta de I'octaedre regular.

- D
MN = %a, ja que és paral-lela mitjana del triangle equilater CDE .

_

AM = —a ja que és altura del triangle equilater ADE

ConS|derem el trapezi ABMN.

5

AM =PM=PN=
Siga PMPN =a.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle PMN :
& ®B O a%/_ V3 A3

¢-a+ =&—aZ - 2—a—a><cosa
é2 o 2 5 2 ° p 2

Simplificant, cosa =%.

a= arccos% » 33°33'26".



Ricard Peir6 i Estruch

779.- Siga I'octaedre regular ABCDEF.
Siga M el punt mig de l'aresta DE.

Siga N el punt mig de l'aresta BF.
Determineu la mesura de I'angle DMAN .

Solucio:

Siga AB = a aresta de l'octaedre regular.

Notem que N és el simétric de M respecte de la recta AC.
Aleshores la mesura de I'angle PMAN és igual al doble de 'angle
DPMAC .

— 5 . ister AL
AM = 7a, ja que és altura del triangle equilater ADE.
CM= £a, ja que és altura del triangle equilater CDE.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles ABC :

AC=a4/2.
Siga PMAN =a.
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMC :
2
— = —a— +(aJ_) - 2£a><a ><cos—
p 2 2
Simplificant, cos s2 = ﬁ
2 3

J6

a= 2arccos? » 70°3144" .



780.- Un esfera de radi R té inscrites vuit esferes
iguals, cadascuna tangent a altres tres veines i a
I'esfera gran. Determineu el radi de les esferes si
els centres d’aquestes es troben en els vertexs
d’'un cub.

Solucié:
Siga O el centre de I'esfera exterior de radi R.
Siga r el radi de les vuit esferes.

L’aresta del cub és AB = 2r .

Siga T el pun de tangéncia de I'esfera de centre Airadiri
I'esfera de radi R.

AT =r, OT =R.
La diagonal del cub mesura 213 .
OA és igual a la meitat de la diagonal.

OA=1/3.

OT = OA +AT.

R =ry/3 +r . Resolent I'equacio:
r 1 R=‘/§'1R.

_1+J§ 2
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