71.- Siguen A(0,0),B(6,0),C(6,4) i D(0,4) els vertexs d'un rectangle.
Pel punt P(4,3) tracem dues rectes: una recta horitzontal que talla BCen MiAD en N i

una altra recta vertical que tallala ABen Qi CD en R.
Demostreu que les rectes AP, DM i BR passem per un mateix punt.
Crux Mathematicorum M369.

Soluci6 1.
Siga S la interseccio de les rectes AP, RB. Ny
Siga H la projecci6 de S sobre el costat AB . D R C
Siga x = AH, y =SH. Calculem les coordenades de S m:‘?ﬁ#l J
S(x.y) - N 7 M
D D
Els triangles AQP, AHS sb6n semblants. Aplicant el
Teorema de Tales: )
y _3 '
r== 1 _
X 4 @) A 5
A Q| H B

D D
Els triangles BQR, BHS s6n semblants. Aplicant el
Teorema de Tales:

y _4
=2 2
6-x 2 @)
Considerem el sistema format per les expressions (1) (2):
iy 3 i _ 48
fx 4 T 48 360
i X . La soluci6 és:j . Aleshores, Sg
| Yy -9 | 36 l llg
16-x T 11

Siga S’ la interseccio de les rectes RB, DM.
Siga J la projeccio de S’ sobre el costat BC.
Siga x =S'J, y=BJ. Calculem lescoordenades de S’ S'(6- x,y).

D D
Els triangles BCR, BJS' son semblants. Aplicant el Teorema de Tales:

X 2
o 3)

D D
Els triangles DMC, S'JM s6n semblants. Aplicant el Teorema de Tales:
X _6

1 4
y-3 1 (4)
Considerem el sistema format per les expressions (3) (4):
ix_1 | _18
l—_ "2 . I
2
|ly . La solucio és:j I i . Aleshores, S' 8% _1.5313519_ 8848 366
X g iy =36 € Ty &1l 1lg

fy-3 Y711
Aleshores, S =S', per tant, les rectes AP, BR, DM s’intersecten en un punt.



Solucio 2:
Determinem I'equacio de la recta que passa
pels punts A, P:
3
0 y=_x.
Y 4
Determinem I'equacio de la recta que passa

y = 3x/4

C

pels punts D, M:
1

S=S'=(

4,36; 3,27)

0y-4=-Ex. N

Determinem I'equacio de la recta que passa
pels punts B, R: 1
oy =-2(x-6).

M

Determinem les coordenades del punt S A

interseccio de les rectes r,., I, , resolent el
sistema format per les equacions d’ambdues rectes.

| i 48
Ly =7 , la soluci6 és: ]: ;é , per tant, S?ﬁ,%g,
fy=-2(x-6 Ty=22 e o
iy (x- 6) Y

Determinem les coordenades del punt S’ intersecci6 de les rectes r,,,r5,,,, resolent el

sistema format per les equacions d’ambdues rectes.

! 4 , la soluci6 és: 1| , per tant, S' ?’E 36—9.
ly-4=-Zx iy = 3 1'11g
T 6 7 711

Aleshores, S =S', per tant, les rectes r,;, 1,35 S'intersecten en un punt.



72.- Un segment AB de longitud 3 conté un punt C tal que AC = 2. Sobre el mateix
—_ D D
costat del segment AB s’han construit els triangles equilaters ACF i CBE.

D —
Determineu I'area del triangle AKE si K és el punt mig de FC.
Crux Mathematicorum M371.

Solucié:

CK=1CF=1.
2

DKCE =60°.

D
Aleshores, el triangle CKE és equilater.
Per tant, KE =1.

V3
4

D
L'area del triangle equilater CKE és S, =

KE és parallela AB.
D D —
Els triangles CEK, AKE tenen la mateixa base KE ila

mateixa altura sobre aquest costat, per tant tenen la
mateixa area:
3

Sake = Scex T



D P
73.- En la seglent figura ABC és un triangle equilater, BC =4 .
D és el punt mig del costat BC.

La circumferéncia té diametre AD. Calculeu 'area de regié
ombrejada.

Solucio:

Siga O el centre de la circumferéncia de diametre AD.
Siguen P, Q els punts de tall de la circumferéncia de diametre AD i el triangle

D
ABC.

D
Notem que O és el baricentre del triangle equilater APQ.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BDA:
AD =243

oAa="D _ 3.
2
D
Aplicant la propietat del baricentre al triangle APQ:
As=3oa=32
2 2

Siga x =PQ = PA.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ASP:

2 ..
6 a&34/30 ., —

x? = 89(—9 + i: Resolent 'equacio: x =PQ = 3

e2g 2 p 2

Calculem l'area S, del sector circular de centre O i arc AP que és la tercera part de la
circumferéncia de centre O i radi OA

S; :%p(‘/g)2 =p

D
Calculem l'area S, del triangle OPA que és la tercera part de 'area del triangle

D
equilater APQ.
3 ;39
8% aa
3 é 2 4
L’area ombrejada S és:

® 343
s=2(s, - 52)=2§p-T‘/_

2

3B
=

)
T=2p
%]



D -
74.- Siga el triangle rectangle ABC, A =90°. Siga AH ['altura sobre la hipotenusa.
D D D
La suma dels radis de les circumferéncies inscrites als triangles ABC, AHC, AHB és

igual a AH.

Solucio 1:
. . . ~ . . . . D D
Siguent, r,, r, els radis de les circumferencies inscrites als triangles ABC, AHC ,

D
AHB , respectivament. ¢
El radi de la circumferéncia inscrita a un triangle rectangle és igual al
semiperimetre menys la hipotenusa, aleshores: H

_-a+b+c __AH+CH-b __AH+BH-c
r= 1= =
2 2 _ - _ 2
-a+b+c AH+CH-b AH+BH-b —

+ + =AH.
2 2 2

r+r +r, =

Solucio 2:
D D D
Els triangles ABC, AHC, AHB son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

a b ¢ a+b+c’

r+rl+r2:—r(a+b+c) (1)
a
5 —
L'area del triangle ABC €s: S ¢ :ra+l:2)+c = axéAH :
m:r(a+b+c) 2)
a

De les expressions (1) (2): r +r, +r, =AH .



75.- El trapezi ABCE esta dividit en dos
rectangles AEGF i FGCD, un triangle GHC i un
trapezi EBHG. Les arees dels dos rectangles i

30

del triangle en cm? estan indicades en la 27
figura. Calculeu l'area del trapezi EBHG.

Olimpiada Matematica del Brasil 2008. 10

Solucio:
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son proporcionals a les bases.
Siga x = AE =FG

D D
Els triangles CFG, CGH tenen la mateixa altura:

_SCGH G_H ﬂ_ﬂ . Aleshores:

Scre FG - 15 x

&
@®

-9y
=X
Score _ 30

a
||

FG X

Els trlangles CFG FGE tenen la mateixa altura:

Seoe _ i S % Aleshores:

Sere CG 15

X
X
CE= CG+6E_f9
X

D D
Els triangles CGH, CEF s6n semblants, aplicant el teorema de Tales:
o 40
EB E e
—= C: E = -2_. Aleshores:
GH CG 9 30

5 X
EB=12x.
5

L’area del trapezi EBHG és:

Sepre =



76.- Determineu la longitud del segment d’una recta paral-lela a les bases d’un trapezi,
la qual passa pel punt intersecci6 de les diagonals, si les bases del trapezi son a, b.
Shariguin 140.

Solucio6 1:

Siga el trapezi ABCD de bases paral-leles a=AB, b =DC .

Siga E la intersecci6 de les diagonals del trapezi. M Q
Siga PQ el segment de la recta paral-lela a les bases d'un
trapezi que passa pel punt E intersecci6 de les diagonals.

Siga h l'altura del trapezi ABCD, h, I'altura del trapezi ABQP, A
h, l'altura del trapezi PQCD.

Els triangles ABE CDE son semblants, aplicant el teorema de Tales:
Do JMu*hy o N leshores, hy=—2 h, h,=—2 h.
b atb a+b atb a+b

h,
a

Sascp =S apop T Spacn-
a+b _a+Pth+b+PQh2-

h =
2 2_ o
a+bh:a+PQ a h+bJrPQ b h . Simplificant:
2 a+b 2 b
a+b=—>_[a? +b2 +PQ(a+b)).

a+b
(@a+b)2 =a2 +b? +(a+b)PQ.
2ab =(a +b)PQ.
2ab

Aleshores, PQ = .
a+b

Soluci6 2:
Siga E la interseccio de les diagonals del trapezi.

Siga h =FG altura del trapezi.

Siga z= FE perpendicular a les bases.

Siga PQ paral-lel a la base que passa pel punt E.
Siga x =PE, y=EQ.

D D
Els triangles ABD,PED son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
X=z , aleshores, x= aZ Q)
a h h

D D
Els triangles ABE,CDE son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

a_h-z , aleshores, h_a 41 (2)
b z z
Substituint I'expressié (2) en I'expressio (1):
_Z_ 1 _ ab _ab
X =a— =a—— =——. Analogament, y = :
h a a+b a+b
bt

Per tant, PQ x+y-2;slb
a

+b



77.- L’'area d'un trapezi isosceles d’area S esta circumscrit a una circumferencia i la
seua altura és igual a la meitat dels costats no paral-lels. Determineu el radi de la
circumferéncia.

Shariguin | 44.

Solucio:

A B

Siga el trapezi isosceles ABCD de bases paral-leles AB, DC.
Siga la circumferéncia inscrita al trapezi de centre O. Siguen E, F, G, H els punts de

tangeéncia de la circumferéncia inscrita i els costats AB, BC, CD, AD del trapezi.

Siga h = GE altura del trapezi, aleshores el radi de la circumferéncia inscrita és:
=l
2
Per hipotesi BC = AD = 2h.
Siga x =AE =BE =BF. y=CF =CG.
X+y =2h

L’area del trapezi és:

S:2>BE+2>CGh.
S=(x+y)h.
S =2h?.
S
h=.|—
V2



78.- Una recta perpendicular a dos costats d’'un paral-lelogram divideix aquest en dos
trapezis, tal que en cadascun dels quals es pot inscriure una circumferencia.
Determineu I'angle agut del paral-lelogram, si els seus costats sénigualsaaib, a<b.
Shariguin 148.

Solucio:
D ™ L c
N /
K
A J B

Siga el paral-lelogram ABCD AD =BC =a, AB =CD =b.
La recta divideix el paral-lelogram en dues figures iguals simétriques respecte del
centre del paral-lelogram.

Siga a = BDAB angle agut del paral-lelogram.

. 2r
sina =—.
a

Siga x =AJ=AN=CK =CL.
Siga y =DM =DN.
Notem que LM =2r

CD =DM +ML +CL.

b=x+y+2r
AD = AN+ND
a=x+y

Aleshores, b=a+ 2r.
Pertant, 2r =b - a.

. 2r b-a
sina=—=——,
a a
. - ao
a:arcsmg®—9.

e ag



79.- Siga un semicercle de diametre AB . Pel punt mig de la semicircumferencia es
tracen dues rectes que divideixen el semicercle en tres parts d’'igual area. En quina rad

divideixen aquestes rectes el diametre AB .

Shariguin 149.
Solucio:
M
A P o Q B

Siga M el punt mig de la semicircumferéncia de diametre AB.

Siga O el punt mig del diametre AB.

Sigar =O0A el radi del semicercle.

Siguen P i Q els punts del diametre AB tal que les rectes MP, MQ divideixen el
semicercle en tres parts d’igual area.

D
Aleshores I'area del triangle PQM és la tercera part de I'area del semicercle.

_pr
PRN _ 2 pleshores, Po=Pr.
2 3 3
Per tant,
AP=QB=0A-0P=r- 2r=2-P.
6 & 6 g
Aleshores:

M Po-OB=0"P.P.6-pP_ on -
AP :PQ:QB = . =6-p:2p:6-p.
6 3 6 S



80.- Donat el quadrat ABCD de costat a, s’han construit la circumferéncia tangent als

costat AB (en el punt E), BC ialadiagonal AC ila circumferéncia de centre A que
passa pel punt E. Determineu l'area de la part comuna als dos cercles limitats per
aguestes circumferencies.

Shariguin 150

Solucio:
Siga I el centre de la circumferéncia tangent als costat AB, BC i a la diagonal AC.
Siga F el punt de tangencia de la circumferéncia amb la diagonal AC.

Notem que BEFA =45°, BDAEI = DAFI =90°, aleshores, DFIE =135°.
AE +AC - BC f

AE=—="12T ¢ D c
2 2
E_gg_AB+BC-AC _2-42_
2 2 —
Calculem I'area del sector circular EAF: %
- 1 pa/_ 0 _E_ 2

sectorEAF é 2 + 16 . |

Calculem I'area del triangle AEF:
24, g ;

s =2 2" _ 2,

AEF ".“E..-“ D
L’area del segment circular és:

®p 20
S; = SsectoEar - Saer = - __:az
16 8

Calculem I'area del sector circular EIF:

.2
2 e _3
sectorEIF = pgm p 3 2‘/——¥

Calculem l'area del triangle EIF
®@- 2 0

§—--a xsin135°
— 2 a 3\/5 -4
Sgr = =3 a“.

2
L’area del segment circular és:

aesp(3 2/—) 32-40,

S, = SsectorelF - SeiF :gig - 2\2)- "Téa

L’area de la part comuna als dos cercles limitats per aquestes circumferencies és:

s:sl+52:§§6-£9a (3 2/2)- 3‘/_ 49 a2((5 3/2)p+4- 442).
ﬂ

g




