Problemes de Geometria per a ’ESO 92

911.- En un triangle rectangle i isdsceles s’ha inscrit un pentagon
regular que té un vértex en els punt mig de la hipotenusa.
Calculeu la proporcié entre la hipotenusa del triangle i el costat del
pentagon.

Solucio:

A -
Siga el triangle rectangle i isdsceles ABC d’hipotenusa BC =a.
Siga DEFGH el pentagon regular, tal que D és el punt mig de la
hipotenusa.

Siga DE = x costat del pentagon regular.
Siga M el punt mig del costat FG .

AD=2,

2

AM= 2.

2
ﬁ:@x:1+£x, mzi.
2 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle FMD :

2 2
WZZ 1+\/§X B 5 :5+2\/§X2_
2 2 4
D V525
AD=AM+MD .
a_x, 5+—2\/§X . Simplificant:
2 2 2
a=(1+\/5+2\/§)x

2 _145+2J5 ~4.08.
X
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912.- En un triangle rectangle i isdsceles s’ha inscrit un
hexagon regular que té un costat en la hipotenusa i els
vértexs del costat oposat en els catets.

Calculeu la proporcié entre les arees de 'hexagon i del
triangle.

Solucio:

Siga el triangle rectangle i isdsceles AIABC d’hipotenusa
BC=a.

Siga DEFGHI I'hexagon regular, tal que D és el punt mig de la hipotenusa.
Siga DE = x costat de 'hexagon regular.

Siga M el punt mig del costat GH, N el punt mig del costat DE .

AN=2.

C

N[x N
M

AM=Z. N

Siga P el punt mig del segment DH . /PDE =30°.

J3 G g

Aleshores, DP = 7x .

DH = VN = xv/3 . AT
AD=AM+MN.
% = % +x/3 . Resolent I'equacio:
2./3 -1
= a.
11
A

L’area del triangle rectangle isosceles ABC és:
s BC-AN _ 1,

ABC 2 4 ’

L’area de I'nexagon regular DEFGHI és:

J3 :ﬂ(zﬁ—qzaz _393-36

SoeraH =6——X

4 2 11 242
La proporcio entre les arees de I'hexagon i del triangle és:
39v3 -36 _,
S T o4 2 78\3-72
DEFGHI _ 242 _ N
= = ~0.52.

—a
4
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913.- Determineu I'equacié de la recta que passa pel punt P(-2, 3) i esta a igual
distancia dels punts A(5,—1) i B(3,7).

Solucio 1:

Les rectes que equidisten de dos punts son les paral-leles a la recta que passa pels
dos punts o bé les rectes que passen pel punt mig del segment que formen els dos
punts.

il
Aleshores una de les rectes solucio de !
I'exercici és la recta que passa pel punt P i R
és paral-lela a la recta que passa pels S
punts A, B que té pendents -4. La seua 7 ;
equacio és: s :
y—-3=-4(x+2). y=Ax-b
y=-4x-5.

L’altra solucio és la recta que passa pel -
punt mig dels punts A, B que té

; "\\ it
coordenades M(4, 3). La seua equacio és: Py~ -
y=3.

b
1 " 4
- i
.. \
- ]
R
Solucio 2:

i
La recta d’equacié x = -2 que passa pel punt P no equidista dels punts A i B.
Siga larecta y —3 =m(x +2) que passa pel punt P i té pendent m.

Determinem m a fi que els punts A, B equidisten de larecta y —3 =m(x+2).
L’equacio general de larecta és: nx —y+3+2m=0.

Les distancies de A i B a la recta sén respectivament:

5m+1+3+2m| [3m-7+3+2m)|
Jm2+1 | ‘ m? +1 ‘
Aquestes dues mesures sén iguals:
5m+1+3+2m| [3m-7+3+2m| o ..
= . Simplificant:
m? +1 ‘ m? +1 ‘
[7m+4| =|5m—4]. Resolent 'equacio:
m=-40.

Les rectes solucié del problema son:
y—-3=-4(x+2), y-3=0.
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914 .- Siga el tetraedre ABCD d’aresta a.

Siga A’ la projecci6 de A sobre la base BéD .

Siga A, el punt mig del segment AA'.

Proveu que el tetraedre A,BCD té tres cares triangles
rectangles.

Solucio: B

A A A
Els triangles AA'B, AA'C, AA'D sén rectangles i
d’hipotenusa a, aleshores:

BA'=CA'=DA'=va? —AA" .

A
Aleshores, A’ és el circumcentre (també el baricentre)del triangle equilater BCD .
Siga M el punt mig de l'aresta CD .

J3

BM=""a.
2

Per la propietat del baricentre:

— 2 3

BA'=—BM=—a.
3 3
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BA'A :
AR - [2a
3

A'A, =%A_A' =%\Ea.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

A
rectangle BA'A, :

2 2
BA, - V3 +1\E 2,
3 2\3 2
BA1=CA1=DA1=%3. B

Notem que %2 +CA12 -BC’. Aleshores, el
A
triangle BA,C és rectangle.

Aleshores, el tetraedre A,BCD te tres cares
triangles rectangles.
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915.- Els costats d’un triangle sén 12,16, x. Determineu els valors de x a fi que:
a) Siga un triangle.

b) Siga un triangle rectangle.

c) Siga un triangle acutangle.

d) Siga un triangle obtusangle.

Solucié:
a)
Ha d’acomplir les desigualtats triangulars:
12+16
e X. Resolent el sistema d’inequacions:
12+ x >16
4 <x<28.
b)
A
Un triangle ABC és rectangle en A sii només si a =b? +c?2.
x? =122 +162%, o bé 162 =122 + x2. Resolent les dues equacions:
x =20, 0bé, x =47 .
c)
A
Un triangle ABC és acutangle en A si i només si a® <b? +c?.
x? <12? +162
162 <12% +x?

4.7 <x<20.

. Resolent el sistema d’inequacions:

A
Un triangle ABC és obtusangle en A sii només si a? >b? +c?.
2 2 2 2 2 2
Xt >12° +16 , 0 bé, 167 >12% +x . Resolent el dos sistemes d’inequacions:
4 <x<28 4<x<28

20<x<28,0b8, 4<x<47.
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A

916.- Siga el quadrat ABCD de costat AB=a.

Dibuixem la semicircumferéncia de diametre CD interior al quadrat i
I'arc de centre A que passa pels punts B, D interior al quadrat.
Els dos arcs s’intersecten en el punt P.

Calculeu la distancia de P a D, i la distancia de P al costat AD.

Solucio:
Siga M el punt mig del costat CD centre de la semicircumferéncia.

MD =MP =2
2
AD=AP=a.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADM:

2

A A D M
Els triangles ADM, APM son iguals.

El quadrilater ADMP és inscriptible en una circumferéncia ja que té els angles oposats
suplementaris D=P =90°.

Aplicant el teorema de Tolomeu:

AD-MP +AP-MD = AM-PD .

aE + ag = ﬁa -PD . Resolent I'equacio:
2 2 2
-2,

Siga T la projeccio de P sobre el costat AD.

La distancia de P al costat AD és igual a la mesura del segment PT .
Siga Z/DAM=8.

ZTAP =2p.
A

Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle ATP :

a
P_T=a-sin2B:a-2sinﬁ-cosB=2aﬂ-£=2a 2 _izﬂa.

AM AM 5 5 5
——a—a
2 2
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A
917 .- Donat el triangle equilater ABC.
Siga T un punt interior al triangle.
Determineu la probabilitat que 'angle ZATB siga obtus.

Solucio:

- A
Siga AB=a el costat del triangle equilater ABC.

A
L’area del triangle equilater ABC és:

B, .

Sree =y "HHHHH ||| I’
.|||||”H ||||”” I .||| ‘ "”

A @) B

Considerem I'arc capag de 90° sobre el costat AB.
El centre de I'arc és O el punt mig del costat AB.
L’arc talla els costats AC, BC en els punts P i Q, respectivament.

Notem que els triangles A(A)P, BCA)P sén equilaters.
ZPOQ =60°.

A fi que el punt T forme un angle obtius ZATB ha de pertanyer a la interseccio del
semicercle de diametre AB i el triangle.

Aquesta interseccio esta formada per dos triangles equilaters de costat % i un sector

circular de radi g i 60°.
L’area és:
2 2
s, -9 33(a) L. A[ 2] |
4 (2 6| \2
La probabilitat cercada és:
)
2 —|—=| |+=|n =
S 4 (2 6| (2 1
p=—0 - =—+——~0.8023.
S asc @az 2 6v3
4

:I

Problema

A
Donat el triangle equilater ABC.
Siga T un punt interior al triangle.
Determineu la probabilitat que els angles Z/ATB, ZATC, ZBTC siguen obtusos.

Solucio:

w31 ~ 0.4069 .
6 2
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A
918.- Donat el triangle equilater ABC.
Siga T un punt interior al triangle.
Determineu la probabilitat que I'angle Z<ATB siga major de 120°.
Solucio:
— A '
Siga AB=a el costat del triangle equilater ABC. C

A
L’area del triangle equilater ABC és:

V3
a .

Sppc = 2
ABC 4

Considerem I'arc capag¢ de 120° sobre el costat AB.
El centre de I'arc és O pertany a la mediatriu del segment AB tal que A | H

/AOB =120°. v
/BAO = 30°. \/

El costat AC és tangent a I'arc ja que ZCAO =90°. 5

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle AOM :

J3

OA = ?a, radi de I'arc.
A fi que el punt T forme un angle major de 120° ZATB ha de pertanyer al segment

circular de radi OA = ga i 120°

L’area és:

S —1({@3]2J£(£a]2
° 3 3 4| 3 '

La probabilitat cercada és:

T _2 \/52

~a’-"a

Shasc ﬁaz - 943 3
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919.- La figura esta formada per quatre cubs.

El valor numéric del volum de la figura és igual al valor numéric
de la seua area.

Determineu la mesura de l'aresta d’un cub.

Solucié:
Siga a la mesura de l'aresta d’un cub.
El volum de la figura és:

V=4.a%.

La planta, algat i perfil de la figura esta formada per tres
quadrats de costat a.
L’area de la figura és:

S=6-3a’.
El valor numéric del volum de la figura és igual a la seua area, aleshores:

4.a* =18a”. Resolent I'equacio:

a=

N | ©
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920.- Donat el quadrilater ABCD de 9cm? d’area, pel punt A es dibuixa el segment

AE paral-lel a la diagonal BD i d’igual longitud E D
que aquesta.

A
Determineu I'area del triangle ACE .

Solucio:

Pel punt C tracem una paral-lela a la diagonal BD que talla la
recta AB en el punt P. E D
9 =Sasco =Sarp-

Sape =Sarp-

Sare =Sapp-

Aleshores, S, =S gcp =9




