Ricard Peiré i Estruch
Problemes de Geometria per a I'ESO 94

931.- En un prisma triangular regular hi ha inscrit un con de radir i
'angle de la generatriu i la base és a .
Calculeu el volum del prisma.

Solucio:
Siga el prisma ABCA'B'C'.
Siga M el punt mig de I'aresta AB.

A
Siga O el baricentre del triangle equilater ABC.

A
L'area del triangle ABC és:

:Eaz_
4

Sp

Siga O’ el baricentre del triangle equilater A’ é C

OM=r.

Siga el con de radi r de generatriu MO', OO'MO =a angle que
forma la generatriu i la base del con.

Siga AB =a aresta de la base, OO’ =h altura del con.

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle O'MO :
h=rltga.

C_I\/I=§a,w:3r.
a:2r\/§.

El volum del prisma és:

Vprisma = Sb = @az [t [ﬁga = @(Zr\/g)zr DQG = 3\/§ Eﬁgd E?’
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932.- En un con de radi R i 'angle de la generatriu i la base és
a hi ha inscrit un prisma triangular regular que té totes les arestes
iguals. Calculeu el volum del prisma.

Gusiev 909.

Solucio:
Siga el prisma ABCA'B'C'.

A
Siga O el baricentre del triangle equilater ABC .

A
Siga O’ el baricentre del triangle equilater A'B'C'
Siga AB = a aresta de la base, OO' = a altura del prisma.

_3

A
L’area del triangle ABC és: S, =—a“.

El volum del prisma €s: Ve =S, @ = gag :

Siga OA' =r radi de la seccié del con que determina els planol
AB'C'.

Siga el con de radi R de generatriu PS, OSPO=aq angle que forma la generatriu i la
base del con.

Siga 0S =h altura del con.

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle SPO :

h=RI[tga.
A A
Els triangles SPO, SAQO' s6n semblants.
h-a
- = tga
r
[ = R iga —a (1)
tga
Siga M el punt mig de l'aresta B'C'.
A=V a, A=
2
3
r=—a 2
3 2

Substituint I'expressié (2) en I'expressio (1):

ﬁa _RHga-a . Resolent I'equacio:

3 tga
3R I[tga
a=z———.
\/gtga +3

El volum del prisma és:

_\/53_\@(3RD90( RT: dtg’a

\Vas -—— =
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933.- Una esfera té circumscrit un paral-lelepipede recte (les bases son
paral-lelograms i les cares laterals rectangles).

El volum del paral-lelepipede és m vegades el volum de I'esfera.
Determineu els angles de les bases del paral-lelepipede.
Gusiev, 889.

Solucio:

Siga el paral-lelepipede ABCDA'B’C’'D’ circumscrit a I'esfera de centre O i radi r.
Considerem la seccié PQRT del paral-lelepipede

paral-lela a les bases que passa pel punt O.

Siga K el punt de tangencia de I'esfera i % D’
Siga L el punt de tangeéencia de 'esferai QR . A
Siga x=PK =RL, y=KQ=QL.
L'area del paral-lelogram (rombe) ABCD és: . =20
Spscp = (X+Yy)2r.
AA'=2r. A S g |
El volum del paral-lelepipede és: B
V=(x+y)2ri2r.
V= m(ﬂ T[r3j.

3

A(X+y)? = m(%nﬁj . Simplificant:

X+y = mgr 1)
Siga a = ODAB angle que forma les arestes de la base.

a
OOPQ =— .
Q=3

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OKP :
X=— 2
o0 )
2

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OKQ:
r

y= —0( 3

Substituint les expressions (2) (3) en I'expressio (1):

ia +tgg r= mgr. Simplificant:
t —

g2

1 a L
—+tg—=m—.
tgg 2 3

2

2 1L , [ 6 ).
—— =m—. Aleshores, els angles de la base son a =arcsin — | i el seu
sina 3 mTt

suplementari.



934.- Una piramide regular quadrangular d’aresta de la base a i
altura h té inscrita una esfera (tangent a totes les cares).

Determineu el radi de 'esfera.

Solucio:

Siga ABCDS la piramide de base el quadrat ABCD, AB =a i altura
SM=h.

Siga N el punt mig de l'aresta AB.

Siga T el punt de tangéncia de I'esfera i la cara ABS.

Siga O el centre de I'esferai r =OM = OT el seu radi.

A A
Els triangles NMS, OTS so6n semblants. Aplicant el teorema de
Tales:

h +(h-r?-r?

= - Elevant al quadrat i simplificant:

N |

4h?r? +2a’hr -a®h? = 0. Resolent I'equacio:

_ 2 41,2 214
[ = 2a’h ++4a*h? +16a’h :i[—a+MJ.

8h? 4h
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935.- Siguen dos cons concentrics d’altura H.

La diferencia entre els angles que formen les generatrius amb I'eix
és igual a (3, I'angle entre la generatriu del con interior i la base és

iguala a .
Determineu el volum de la part de I'espai compresa entre les
superficies dels dos cons.

Gusiev 912.

Solucio: o

Siga el con de diametre PP'=2r, centre O i altura OS =H.

Siga el con de diametre QQ' = 2R, centre O i altura OS =H. S

Siga B = 0PSQ la diferéncia entre els angles que formen les

generatrius amb l'eix OS.
Siga a = [JOPS l'angle entre la generatriu del con interior i la
base ésiguala a .

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle OPS: Q " NQ
H N—
tga

90 - (o —B) = 0OQS..

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OQS:

L —

tg(a - B)
El volum de la part de I'espai compresa entre les superficies dels dos cons és:
V=1mr2H - Lpzn = T 21 - i =

3 3 3 tg°(a-B) tg-a

LA tg2a - tg*(a - ) ST sin” a [€os?(a —B) - cos® a [sin*(a - B) _
3  tg®alg?(a-B) 3 sin? a 3in%(a - B)

=EH3 sin(2a - B) $in
3 sinfaBin?(a-p)
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936.- Un quadrat en el qual s’ha dibuixat una diagonal s’ha enrotllat en forma de
superficie lateral d’un ortoedre. La diagonal s’ha transformat en una linia poligonal-
Determineu el angles que formen dos segments consecutius d’aquesta linia poligonal.

Gusiev 653.

Solucio:
Siga el quadrat inicial de costat 4a.
Siga ABCDA'B’C’D’ I'ortoedre format tal que ABCD és un quadrat

de costat AB =a ialtura AA'=4a.
Siga APQRA' la linia poligonal.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABP:
AP=PQ=QR=RA'=AC=av2.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACQ:
AQ=PR=QA =a/6.
Notem que OAPQ =[0OPQR =0QRA'=q .

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APQ:

(a\/g)z = (a\/E)z + (a\/E)—Z mﬁ @\/5 [(tosa .

cosa =—-.
2

a =120°.

Amb el trasllat de direcci6 Q—P el segment Q_R és transforma en el
segment PT .
Siga OAPT = angle que formen AP, QR.

AT =2a.
A
Aleshores, el triangle APT és rectangle, 3 =90°.

Analogament, I'angle que formen els segments PQ, A'R és 3 =90°.

Amb el trasllat de direccié A'A el segment A'R és transforma en el
segment AS.

Siga OPAS =y angle que formen AP, A'R.

PS=AQ=aV6.

Aleshores, y =60°.



937.- En la figura hi ha dibuixat una estrella de cinc
puntes en una graella quadrangular 6 x6 .

La superficie de cada quadrat menut és de 25mm?.
Determineu l'area de l'estel.

Solucio 1:
El costat del quadrat de la graella és 5mm .
L’area de l'estrella és igual a dues vegades l'area del

A
triangle ABC més dues vegades l'area del triangle
A
DEF
S=2

202£15 . 2102£5 _ 350mm?.

Soluci6 2.
Teorema de Pick.

Si els vértexs d'un poligon pertanyen a una graella quadrangular

I'area del poligon en funcio6 de I'area de quadrat
menut de la graella és:

S=lI +%—1, on | és igual als punts de la graella

interiors al poligon. B els punts de la graella que
pertanyen a la vora.

Notem que:
=9, B=12.
L'area de l'estrella és:

S= (9 +% —1}25 =350mm

Ricard Peir6 i Estruch
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938.- Larectar=x+2y-12 =0, les rectes simetriques d’aquesta respecte dels eixos
coordenatsilarecta s=2x+y+8=0.

Temes Grau. Problema 1426.

Solucié:

D(-5,60; 3,20

-0,80; -6,40)

Larectar =x+2y-12 =0, té equacio explicita:

rsys= —%x +6. Té pendent _?1 i ordenada en l'origen 6

La recta talla I'eix d’ordenades en el punt (0, 6) i a I'eix d’abscisses en el punt (12, 0).
La recta simétrica de r respecte de I'eix d’abscisses té pendent % i passa pel punt
(12, 0). La seua equacio és:

1
rh=y==(x-12).
1 =Y 2( )

o : . 1.
La recta simetrica de r respecte de I'eix d’ordenades té pendent > i passa pel punt

(0, 6) . La seua equacio és:
1

r,=y-6==x.

2 =Y 5

Determinem els punts dels vértexs del quadrilater que formen les quatre rectes.
Siga A la interseccio de les rectes sii r; .

2x+y =-8 X = -4
1 la soluci6 del sistema és 5 .
y=—(x-12) _-32
2 y=——
5
Les coordenades de A sbén A(_?Ll _?BZJ .

Siga B la interseccio de les rectes r i r, .Les coordenades de B son B(12,0).
Siga C la interseccio de les rectes ri r, .Les coordenades de C son C(0, 6) .
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Siga D la interseccio de les rectes si r, .

2X + y = -8 X = __28
1 la soluci6 del sistema és S
y=2x+6 y=16

Les coordenades de A sén D(_?ZS %) .
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939.- Siguen A i B dos punts d’una circumferencia de radi R
que formen un arc de 120°.

Les tangents dibuixades a la circumferencia des dels dos punts
es tallen en el punt P.

Determineu I'area de la superficie afitada per I'arc i les dues
tangents.

Solucié:
Siga O el centre de la circumferencia R = OA = OB,
OAOB =120°.

A
El triangle OAP és rectangle JAOP = 60°
Aleshores, AP = ﬁ\/g = R\/§.

A
L'area ombrejada és igual al doble de I'area del triangle OAP menys el I'area del
sector de radi R i 120°.

S= 2(%R [R\/gj—%T[RZ =(\/_—1—3TJR2.
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940.- Determineu el radi de la circumferéncia sabent que

dues cordes son perpendicular i es coneixen les tres
mesures.

20/\
-
[ 10
30
Solucio 1:
Siguen les cordes AB, CD que es tallen en el punt E.

A
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles AEC,
A
AED.
AC =10y5, AD =10410 .

A
L’area del triangle ACD és:

Saco :%Eﬁ:%,onRésel radi de la

A
circumferéncia circumscrita al triangle ACD.
1 10+/5 10410 50 A

C

20

-
—50110 = 10 E B
2 4R
Resolent I'equacio:

30
R=25V2.
Solucio 2: D
Aplicant la poténcia del punt E respecte de la

c/

circumferéncia:
AE [BE = CE [DE .

10 [BE = 20 [B0.

Aleshores, BE = 60.

AB=70.

Siga O el centre de la circumf_eréncia i R el radi. e

Siga la madiatriu a la corda AB que passa pel centre O. A = F B
Siga F la intersecci6 de la mediatriu i la corda AB. G 9

BF =35.

Siga la madiatriu a la corda CcD que passa pel centre O.

Siga G la interseccié de la mediatriu i la corda CD. |
CG =25, aleshores, EG = OF =5. \

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BFO :

R = OB =+/352 +52 = 254/2.



