Ricard Peird i Estruch

Problemes d’optimitzacio 2016

Problema 1

El perimetre d’'un trapezi rectangular és 400.

Un costat forma un angle de 45° amb la base.

Quines sbn les mesures del trapezi que fan maxima la seua area.

Problema 2

A
Determineu el perimetre minim d’un triangle ABC conegudes dos altures h, =h,.

Problema 3

Siga ABCD un quadrat de costat 1. Siga x un nombre real entre 0 i 1.

Siguen IJKD i PBMN dos quadrats de costat x.

Designem S,(x) l'area de la part comuna dels quadrats IJKD i PBMN si existeix i zero
si no existeix.

Designem S, (x) I'area de la part exterior als quadrats IJKD i PBMN dins del quadrat

ABCD.

A P B A p B
| J |
B
N M M
D K ¢C D K C
S1(x) S,(x).

a) Definiu i representeu S;(x), S,(X).
b) Per a quin valor de x S;(x) = % .

c) Per a quin valor de x S;(x) =S,(x).
d) Per a quin valor de x S;(x) +S,(x) €s minim.
Quin és valor minim?.

Problema 4

Una corba bisectriu d'una superficie és una corba que talla la superficie en dues
regions de la mateixa area.

La corba bisectriu d’'una circumferéncia és evidentment un diametre.

Quina és la corba bisectriu minima d’'un triangle equilater.

Crux Mathematicorum CC1995.
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Problemas

De tots els cilindres inscrits en un octaedre regular
d'aresta 1, les bases tangents a les cares (veure figura),
determineu les dimensions i el volum d’aquell que té
volum maxim.

Problema 6

De tots els cilindres inscrits en un octaedre regular
d’aresta 1, les bases tangents a les cares (veure figura),
determineu les dimensions i I'area d’aquell que té
superficie maxima.

Problema 7

En un tetraedre regular d’aresta 1 s’ha inscrit un cilindre que
té una base en una cara i I'altra base és tangent a les altres
cares.

De tots els cilindres inscrits determineu les dimensions i el
volum d’aquell que té volum maxim.

Problema 8

En la figura el cilindre té una cara en la base d’un tetraedre regular
d’aresta 1 i l'altra base en les altres 3 arestes laterals.

De tots els cilindres determineu les dimensions i el volum d’aquell
gue té volum maxim.
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Problema 9

Considerem el tetraedre regular ABCD.
Siga E un punt de l'aresta AB.
Determineu el maxim de I'angle OOCED quan E recorre I'aresta AB.

Problema 10

2 2
De totes les families d’el-lipses X—2 +Z—2 =1 que passen pel punt P(1, 1) determineu
a

a) Aquella que té area minima.
b) Aquella que té minim el volum de revolucié de I'el-lipse al voltant de I'eix
d’'abscisses.
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Problema 1

El perimetre d’'un trapezi rectangular és 400.

Un costat forma un angle de 45° amb la base.

Quines son les mesures del trapezi que fan maxima la seua area.
KéMaL, C1326.

Solucio:

Siga ABCD el trapezi rectangle de costats paral-leles AB, CD, ODAB =90°,
OABC =45°.

Siga P la projecci6 de C sobre la base AB.

Siga H):h, CD =b.

AB=b+h.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isdsceles CPB :

BC =hv/2. D C
El perimetre del trapezi és 400. Aleshores:

2b+(2++/2) = 400.
2b = 400 -2 +2h.

L’area del trapezi €s: S,gcp = 2b+h h.
Sh) = 400‘(2“/5)%.
2 u
P
s(h) :%(400h—(2+x/§)12). A

La funci6 és una parabola convexa. El maxim s’assoleix en el vertex:
h=200(y2 -1). Aleshores, b=100(2-+2), b+h=100V2 .
L’area maxima és:

2l100(2 - \/E)l+ 200(v2 —1)200(ﬁ )

= 20000(yZ - 1).

Smax =

s |

8000 T
6000 T
4000 T

2000 T

ot
0 20 40 60 80 100 120 140 160h

s(h) :%(400h -2 +v2h?)
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Problema 2
A
Determineu el perimetre minim d’un triangle ABC conegudes dos altures h, =h,.

Solucio:
- J— A
Siguen h, = AD, h, =BE altures del triangle ABC.
. . . ._alh, bh C
Si h, =h,. L’area del triangle és T"" = Tb E D
Aleshores, a =b, el triangle és isosceles.

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle ADB:

1
c=——h
sinB
A A B
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :
b2 =b? +¢? - 2bc [osB. 2b=—— c. P A
cosB 30T |
A \
El perimetre del triangle ABC és: \
P(b,c)=2b+c. \
20 T \
PB)=—— L h +— 1 h, B=AD0T| |
cosB sinB sinB 2 |
\
PE) =h,| ——+— 10+ \
sin2B sinB \
] \
P'®)=h, —4cosZB+—cosB . | | | | | |
sin?2B  sin’B 0 =t -
00 02 04 06 08 1.0 12
P'(B)=0. B(rad)

- 4cos 2B [3in” B - cosB [3in? 2B = 0. Simplificant:
cos*B+2cos’B-1=0.
Resolent I'equacio:

cosB = -1, _L;E, _1;@ . L’0nica solucié possible és:
cosB = # ,B= arccos# ~5104938". B =0.9045568943rad .

. . —1+\/§ , - L
Amb la segona derivada comprovem que si cosB = — és un minim de la funcio.

Per tant, podem calcular a =b, c.

. J2lV5-1)
sinB = T.

a=b=—" 1 ha= */E(“*ES)V“*E h, ~1.029085514h, .

" 2cosB sinB

J2l+5)
c=—h V5 h, =1.27201965h, .

" sinB ° 2
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Problema 3

Siga ABCD un quadrat de costat 1. Siga x un nombre real entre 0 i 1.

Siguen IJKD i PBMN dos quadrats de costat x.

Designem S, (x) I'area de la part comuna dels quadrats IJKD i PBMN si existeix i zero
si no existeix.

Designem S,(x) l'area de la part exterior als quadrats IJKD i PBMN dins del quadrat
ABCD.

A P B A p B
TH, [
M
N M
D K c D K C
S1(x) S,(x).
a) Definiu i representeu S,;(x), S,(X).
1

b) Per a quin valor de x S;(x) = e

c) Per a quin valor de x S;(x) =S,(X).
d) Per a quin valor de x S;(x) +S,(x) €s minim.

" - six . A
Quin és valor minim?. 1.0t
Solucio: 08T
a)
Siga c el costat del quadrat S,(x) 06T
2x-c =1. |
04T
c=2x-1
La funcio S,(x) és 024
0 siDsx < % 0o . . : . -
S,(x) = 1 . 00 02 04 06 08 10
(2x -1)? si§<xs1 X

La funcio S,(x) és:

=

1-2x2 si0sx<=

N

S,(x) =
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b)
Sl(x)=%. (2x -1)? :%, %<x£1
Resolent I'equacio:
3
X=—.
4
c)
S1(X) =S;,(x).
(2x-1)? = 21-x)°, %<xs1.
Resolent I'equacio:
=32
2 s, A
d) I
Siga S(x) =S,(x) +S,(x). 0.8
1-2x2 sio<x<t 0.6
S(x) = 2 . . :
(2x-1)? +2(1-x)? siE <x<1 047
02T
1-2x? si0sx<~
S(X) ) 1 ’ . 0'000'0=1'O=2'0=3'0=4'0=5'0=6'0=7'0=8'0=9'1=0>
6x% —8x +3 siE<xsl o T T T Ty

El valor x que fa minima la funcié s’assoleix en el minim dels dos trossos on esta
definida la funcio:

La parabola y =1-2x? definida en x O {0, ﬂ ésconvexai X =0 és el seu eix de
. . . , . 1 1 1
simetria. El valor minim s’assoleix en x :E' S| =|==.

2) 2

La parabola y = 6x? —8x +3 definida en x O E 1} és concavai x :§ és el seu eix

de simetria. El valor minim s’assoleix en el vértex x = % S(%j = %

.. o . 2 ... L , 2 1
Aleshores, el minim de la funcié s’assoleix quan x = § i 'area minima és S 5 = 5'
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Problema 4

Una corba bisectriu d’'una superficie €s una corba que talla la superficie en dues
regions de la mateixa area.

La corba bisectriu d’'una circumferéncia és evidentment un diametre.

Quina és la corba bisectriu minima d’un triangle equilater.

Crux Mathematicorum CC1995.

Solucio:
A L C
Siga el triangle equilater ABC de costat AB =c .
Siguen P i Q en els costats AB, AC respectivament tal que I'area del Q
A A
triangle APQ siga la meitat de I'area del triangle ABC .
Siga AP =X, A_sz.
Volem determinar el valor x a fi que la mesura del segment P_Q siga
minima.
A
L’area del triangle ABC és: S ,qc :gcz. A p B
1 1. 143 5 1,
S = =S, pc- =Xy [$in60°==——c*. Simplificant: xy =—=c*.
APQ T 5 mBC S \ > 2 p 3% 5
A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle APQ:
PQ” = x? +y? - 2xy [£0s 60° . Simplificant; y 1_0.A_
A2 2 a_1
PQ =x +4x2C 20 : 08+
El minim de la mesura del segment % I
s’assoleix en el minim de la funcio: 06 i
1 1
f(x) = x? + ¢t -=c?, xO|0,cl. 04T
() =x*+ et =2 [0.c]
Derivant I'a funcio: o2+
f'(x) = 2x - 13 ct.
2X 0.0 —t -~
1 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f'(x)=0. 2x- c*=0. X
2x° ,. 1 1
y =X +_2 -=
. 2 4x° 2
Resolent I'equacio: x = 70 .
f"(x)=2+ 234 c’. f"(%c} > 0. Aleshores, x :72c és un minim absolut de la
X
funcio. C
A2 b . -
En aquestcas, y =x = 70 . Aleshores, APQ és un triangle equilater de
Q P1
costat ﬁc.

Un triangle equilater té tres “corbes bisectrius” minimes.

o}

75X
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Solucio6 2:
A o C
Siga el triangle equilater ABC de costat AB =c .
Siguen P i Q en els costats AB, AC respectivament tal que I'area del Q
A A
triangle APQ siga la meitat de I'area del triangle ABC .
Siga E’:x, a =0APQ.
Volem determinar el valor x a fi que la mesura del segment % siga
minima.
A
L'area del triangle ABC és: S 5qc =§c2. A P
Sarq =15A3c- S PQ Gina :lﬁcz. Simplificant: x :ch (1)
2 2 2 4 4PQ $ina

A

Aplicant el teorema dels sinus al triangle APQ -

PQ _ X @
sin60°  sin(60°+a)
Substituint I'expressié (1) en I'expressio (2):

,PQ = — ] _ c?. Simplificant:
sin60° 4 [PQ Bina $in(60°+a)

1
sina $in(60°+a)
1

l )
> (cos 60°- cos(60°+20())

—_—2
PQ =

—2
PQ =

©o|lw oo|w

El valor minim de % s'assoleix quan cos(60°+2a) =-1.
Es a dir, quan a =60°.

A
Per tant, quan APQ és un triangle equilater.

El valor minim de PQ és:




Problema 5

De tots els cilindres inscrits en un octaedre regular
d'aresta 1, les bases tangents a les cares (veure figura),
determineu les dimensions i el volum d’aquell que té
volum maxim.

Solucio:
Siga O el centre de I'octaedre.
Siga Q el punt mig de l'aresta.

— J3 — 1
AQ=—. ==.
Q 2 Q 2
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOQ :
oA=12.

Siga KL =R radi del cilindre, (L sobre E)).
Siga OK =X mitja altura del cilindre.

A A
Els triangles rectangles AOQ, AKL son semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

V2_ A2
2 =2 Simplificant:
R 1
2
V2

7_X:R\/E. ng_R\/E

El volum del cilindre és: Ve = TR?2X.

V(R) = w/2(- 2R? +R?), RD{O,%}.

Derivant la funcié volum:
V'(R) = w2(- 6R? + 2R)
V'(R) =0. Resolent 'equacio: R :%.

Calculem la segona derivada del volum:
V'(R) = Tw/2(-12R +2).

V2
2z

Ricard Peird i Estruch

A [%j = nﬁ[—lzé + 2] <0, aleshores, quan R :% s’assoleix el maxim de la funcié
volum.
En aquest cas, l'altura del cilindre és; 2x = 2[% —%\/EJ =
2
El volum maxim és V,,, = 1 Q :T[—\/E.
3) 3 27
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Problema 6

De tots els cilindres inscrits en un octaedre regular d’aresta 1,
les bases tangents a les cares (veure figura), determineu les
dimensions i I'area d’aquell que té superficie maxima.

Solucio:
Siga O el centre de I'octaedre.
Siga Q el punt mig de l'aresta.

V3 — 1

A_(?:7. OQ:E

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOQ :

V2

OA= =,
2

Siga KL =R radi del cilindre, (L sobre A_Q).
Siga OK =X mitja altura del cilindre.

A A
Els triangles rectangles AOQ, AKL son semblants. Aplicant
el teorema de Tales:

V2 V2 P Q

2 =2 Simplificant:
R 1

2
Q—X :Rﬁ X :Q—R,\/E
2 2

L'area del cilindre és: S 4 = 2TR? + 2TR [2X.
S(R) = 2rR? + (2 - 2¢2RR)
sR) =2n{1-2v2R? +42R), RO {o, ﬂ .
La funcié és una parabola convexa. El seu maxim s’assoleix en el vertex:
R = ._\/E \ = 4 +\/§

2i-242) 14 y A

-2+ 3\/5 15T

En aquest cas, 2x = — és l'altura del cilindre.

En aquest cas, l'altura del cilindre és; 104

_ (V2 4442 ) _-2+342
2x—2£7— ” JEJ— .

7

SL4+J§J _ n(1+ 2&)

L’area maxima és S, = .

7 0.0 f————F———F———F———t
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

14
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Problema 7

En un tetraedre regular d’aresta 1 s’ha inscrit un cilindre que
té una base en una cara i I'altra base és tangent a les altres
cares.

De tots els cilindres inscrits determineu les dimensions i el
volum d’aquell que té volum maxim.

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCD d'aresta 1. Siga O el centre

de la cara ABC. Siga M el punt mig de l'aresta BC.

Siga K el centre de la base superior del cilindre. D

Siga L el punt de tangéncia del cilindre i la cara BCD.

Siga KL =R el radi del cilindre i OK =h altura del cilindre.

L pertany al segment DM. -
J3 -

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMD DM = - 3 ?r

— 1— 3

Aplicant la propietat del baricentre al punt O: OM = §DM =

A J—
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DOM: OD = @
A A
Els triangles rectangles DOM, DKL s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
J6
X h R \/_
3 — . Simplificant: h———2\/_EIR El volum del cilindre és:
BB 3
3 6 A
\%
v=nR2h=nﬁRz—2\/§R3 : I
3 0.025
Derivant la funcio respecte de R: 0.020 T
=1R*h =11 2‘/_R 6v2 R? |. 00151
A 0.010
V'=0. Resolent I'equacio: R = ?3 0.005
0.000 +=F—t+—+—+—+————+—F——F——F——
En aquest cas I'altura del cilindre és h = £ 1l 002 0.04 006 008 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

Calculant la segona derivada:
V'=TR?h = {%—12\5 RZJ. w(?} = TR?h = T{—z\/EJ <

3
V3

Aleshores, en R = — s’assoleix el maxim del volum.
El volum maxim és: V| ﬁ = ﬁ
243
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Problema 8

En la figura el cilindre té una cara en la base d’'un tetraedre regular
d’aresta 1 i I'altra base en les altres 3 arestes laterals.

De tots els cilindres determineu les dimensions i el volum d’aquell
gue té volum maxim.

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCD d’aresta 1. Siga O el centre de la
cara ABC.

Siga M el punt mig de l'aresta AC.
Siga K el centre de la base superior del cilindre.

Siga L el punt de la base superior del cilindre i I'aresta BD.
Siga KL =R el radi del cilindre i OK =h altura del cilindre.
L pertany al segment DM.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMB BM =

2— /3

Aplicant la propietat del baricentre al punt O: OB = EBM = 3

SV E]
-

J6

A J—
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DOB: OD = 3

A A
Els triangles rectangles DOB, DKL son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

J6
XYY —h R \/_
3 — . Simplificant: h—— V2 [R. El volum del cilindre és:
RN
3 3
\/— \% A
V=mR*h = ?Rz x/_R?’} 0127
0.10 T
Derivant la funcio respecte de R: 1
75 0.08 T
V'=R?*h = n2—R 3\/_R2}. 0.06 T
0.04 T
243 '
=0. Resolent I'equacio: R—— 0.02 T
\/go.oo=l=:=:=:=:=\>
En aquest cas I'altura del cilindre és h == o 01 02 03 04 05 R

9
Calculant la segona derivada:

V"= TR?h = r{%—eﬁ RZJ. v"(z*/_} R2h = T{_Z\/E} <0

3
2.3

Aleshores, en R :T s’assoleix el maxim del volum.

El volum maxim és: V(ZJ_J 4\/_

243 °
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Problema 9
Considerem el tetraedre regular ABCD.

Siga E un punt de l'aresta AB.
Determineu el maxim de I'angle OCED quan E recorre l'aresta AB.

Solucio 1:
AC = AD, CAE = JDAE = 60°.

A A - -
Els triangles CAE, DAC son iguals. Aleshores, CE =DE.

A
El triangle CED és isOsceles.
El major angle OCED s’assoleix en el menor valor per als costats
OCED.

Es a dir, en la minima distancia de D a I'aresta AB.
Quan E és el punt mig.
L’angle maxim és igual a I'angle diedre del tetraedre regular.

V3

En aquest cas CE =DE :7.

Calculem l'angle diedre. Siga a = OCED .

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CED :

A5 13]

1 1
cosa = =—.Qa=arccos—.
3 3

21

- A A
AC = AD, OCAE =0ODAE =60°. Els triangles CAE, DAC s6n iguals.
Aleshores, CE =DE.

Soluci6 2:

R A
Siga AE =x. Aplicant el teorema del cosinus al triangle AED :
DE” =12 +x? -2 [1[X [£0s60°= x? —x +1.

A
o = [OCED . Aplicant el teorema del cosinus al triangle CED :

2 —
cosa = 2X 5 2x +l. Com que la funci6 f(x) =cosx és decreixent en [0, n]
2(x -X+ 1j

L , , . . 5 2x2 -2x +1
El valor maxim de I'angle s’assoleix en el valor minim de la funcié g(x) = 5(2—)
X°=-x+1

2x -1

1
.g'(X)=0, quan x ==.
- g(x)=0.q >

g(x)=

g(%) > 0. Aleshores, x :% és un minim de la funci6 g(x) i per tant, el valor on

: " 1 1
s'assoleix el maxim de I'angle. cosa :§' a= arccosg.
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Problema 10
2 2

o o X y° :
De totes les families d’el-lipses 3z +b—2 =1 que passen pel punt P(1, 1) determineu
a) Aquella que té area minima.
b) Aquella que té minim el volum de revolucié de I'el-lipse al voltant de I'eix

d’abscisses.

Solucio:
X2 y2
Si el punt P pertany a I'el-lipse 2z +b—2 =1 aleshores:
2
iz+i2 =1, aleshores, b? = a .
a“ b a“ -1

a)
L’area de l'el-lipse és:

S= 4]:9\/ 2 —x%dx = tlab. L'area de l'el-lipse és:
a

S(@)=m ,a0 L, + o[ . Derivant la funcié:
a’-1
3 —_—
S'(a) = L& -2a
(a2 -1Na® -1

S'(a) =0. Resolent I'equacio: a = V2.

Estudiant el signe de la primera derivada en un entorn de a = V2, la funcio té un
minim relatiu en a =2 .

En aquest cas, b = J2.

L'area minima és S(\/E) = 21t. L'el-lipse d’area minima és la circumferéncia de centre

I'origen de coordenades i radi V2.
b)
El volum de I'el-lipsoide de revolucio és:

2
V= ZHI;(E\/aZ —xzj dx = %n@bz. El volum de I'el-lipsoide és:
a

3
V(a) =%n[-l§—1, aD]l +oo[. Derivant la funcio:
a -_—
242 _
V'(a) =£1‘[M.
e
V'(a) =0. Resolent I'equacio: a = J3.

Estudiant el signe de la primera derivada en un entorn de a = \/§ la funcio té un

/6

minim relatiu en b = -

En aquest cas, b = V2.
El volum minim és V(a) = 210/3 .



