Proves Pau’s 2017 juliol

Problema Al

Siguen A i B dues matrius quadrades d’ordre 3 tals que A? =—A—1i 2B® =B, en qué
100

I={0 1 0] éslamatriuidentitat. Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del
0 01

raonament utilitzat:

a) La justificacié que la matriu A és invertible i el calcul de la matriu A® en funcié d’A i

d’l.

b) Els valors possibles del determinant B.

c) El valor del determinant de la matriu B?, sabent que la matriu B té inversa.

Problema A2

X—-2y-2z=1

Es donen la recta rs{ i el planol TT=2x+y+mz =n.

X+3y—-z=1

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors d’'m i n per als quals la recta ri el planol IT es tallen en un punt.
b) Els valors d'm i n per als quals la recta ri el planol IT no es tallen

c) Els valors d’'m i n per als quals la recta r esta continguda en el planol IT.

Problema A3

Es consideren les corbes y = x*, y =ax ilafuncié f(x)=x3 —ax, en qué a és un
parametre real i a > 0. Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament
utilitzat:

a) Els punts de tall de la corba y = f(x) amb els eixos de coordenades i els intervals de

creixement i de decreixement de la funci6 f(x).

b) La grafica de la funci6 f(x) quan a=9.

¢) Calculeu, en funcié del parametre a, I'area de la reqié afitada del primer quadrant
tancada per les corbes y = x*, y=ax quan a>1.

d) El valor del parametre a per al qual I'area obtinguda en I'apartat c) coincideix amb
I'area de la regio afitada compresa entre la corba y = x*, I'eix OX i les rectes x =0 i
X=2.

Problema B1
0 0 -1 1 00

Es consideren les matrius A=|{0 1 O |il=|0 1 0 /|.Obteniu raonadament,
10 0 0 01

escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La justificacié que A té inversa i el calcul d’aquesta inversa A ™.
b) La justificacio que A* =I.

c) El calcul de les matrius A”, A% i A1,



Problema B2
Es donen la recta rEXT_:LZX:Z__ll i el planol [T=2x-y+bz=0 enqué aib sén
a

dos parametres reals. Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament
utilitzat:

a) El punt d’interseccié de larectari el planol IT quan a=-b=1.

b) La distancia entre larectar i el planol IT quan a=b=4.

c) La posici6 relativa de la recta r i el planol IT en funci6 dels valors dels parametres a
i b.

Problema B3
Es considera el triangle T de vertexs O(0,0), A(x,y) i B(O,y),enque x>0, y>0,i

tal que la suma de les longituds dels costats OA i AB és de 30 metres.
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) L’area del triangle T en funcio d’x.

b) El valor d’x per al qual aquesta area és maxima.

c¢) El valor d’'aquesta area maxima.



Problema Al

Siguen A i B dues matrius quadrades d’ordre 3 tals que A? =—-A—1i 2B® =B, en qué
1 00

I={0 1 O] éslamatriuidentitat. Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del
0 01

raonament utilitzat:

a) La justificacié que la matriu A és invertible i el calcul de la matriu A® en funcié d’A i
d’l.

b) Els valors possibles del determinant B.

c) El valor del determinant de la matriu B?, sabent que la matriu B té inversa.

Solucio:
a)
A% = —A—I. Aleshores:

-A?-A=1.
AA-T)=1.

Aleshores, Até inversaiamésameés, At =-A—I

A]=A-A?=AA-I)=-A?-A.
A3 =—(-A-D-A=I.

b)

Propietats de determinant:

1.- det(M-N) = det(M) - det(N)

2.-Si MeM,, i aeR, aleshores, det(aM)= o> det(M).

det(283)= det(B) . Aplicant les propietats anteriors:
8- (det(B))® = det(B) . Una equacié de tercer grau:
8- (det(B))3 —det(B) = 0. Factoritzant I'equacio:
det(B)- (8(det(B))’ —1)=0.

det(B) =0, det(B) = i\/g = ig .

c)
det(B) =0.

det(B? )= (det(B))’ = (i \/g - % .



Problema A2
X-2y-2z=1

i el planol TT=2x+y+nmz =n.
X+3y—-z=1

Es donenlarecta r = {

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors d’'m i n per als quals la recta ri el planol IT es tallen en un punt.
b) Els valors d'm i n per als quals la recta ri el planol IT no es tallen

c) Els valors d’'m i n per als quals la recta r esta continguda en el planol IT.

Solucio:
Considerem el sistema format per les equacions de la recta i el planol:
X-2y—-2z=1
X+3y-z=1
2X+y+mz =n
1 -2 -2
La matriu de coeficientsés M=|1 3 -1].
2 1 m
1 -2 -2)1
La matriu ampliada és M'=|1 3 -1/1
2 1 min

a)

La recta i el planol s6n secants si el sistema té solucio Unica: és a dir si el sistema és
compatible determinat:

M #0.

M=3m+4-2+12+2m+1x0.

m=3.

Aleshores, la recta i el planol sén secants sim=3, VneR.

b)

Larecta i el planol no es tallen (sén paral-lels) si el sistema no té solucié, és a dir:
si rangM =2, rangM'=3.

. 1 -2
Si m=3, el menor # 0, aleshores, rangM = 2

Considerem el menor de la matriu ampliada format per les columnes 12, 22 i 32;
1 -2

1 3 =3n-4+1-6+2n-1=5n-10.

2 1 n

Si n= 2 aleshores, rangM'=3.

Aleshores, larectai el planolnoestallensim=3 in=2.

c)

La recta esta continguda en el planol si rangM =2, rangM'=2.
Esadir,sim=3in=2.



Problema A3

Es consideren les corbes y = x*, y =ax ilafuncié f(x)=x® —ax, en qué a és un
parametre real i a > 0. Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament
utilitzat:

a) Els punts de tall de la corba y = f(x) amb els eixos de coordenades i els intervals de
creixement i de decreixement de la funci6 f(x).

b) La grafica de la funcio f(x) quan a=9.

c¢) Calculeu, en funcié del parametre a, I'area de la reqi6 afitada del primer quadrant
tancada per les corbes y = x*, y =ax quan a>1.

d) El valor del parametre a per al qual I'area obtinguda en I'apartat ¢) coincideix amb
I'area de la regio afitada compresa entre la corba y = x*, I'eix OX i les rectes x =0 i
X=2.

Solucio:

a)

Siga f(x) = x* —ax.

Per calcular el punt de tall amb I'eix d’ordenades:
x =0, f(0)=0. El punt de tall és (0, 0).

Per calcular el punt de tall amb I'eix d’abscisses:
f(x)=0, x* —ax=0.

x(x2 —a): 0. Resolent I'equacio, x =0, Ja,—+a.Els punts de tall son (0, 0), (\/5, 0),

(—/a,0).
Calculem la primera derivada de la funcié:
f'(x) =3x? —a.

La funcio és estrictament creixent quan f'(x) > 0. Resolent la inequacio:

. . . a a
La funci6 és estrictament creixent quan X e }— 00, — 5[ U :l\/; + oo{ :

La funcio és estrictament decreixent quan f'(x) < 0. Resolent la inequacio:
/a /a
Xe€ |— == -
} 313
b)

Siga a=9, f(x) = x> —9x. La funci6 és continua i derivable en R. La funci6 és

simétrica respecte de 'origen de coordenades.
El punt de tall amb I'eix d’'ordenades és (0, 0).

Els punts de tall amb I'eix d’abscisses sén (0, 0), (3,0), (-3,0).

La funcio és estrictament creixent quan X e ]~oo, - \/§[u ]\/5 + oo[.

La funcio és estrictament decreixent quan x ]~\/§ \/5[

En x = —/3 la funcié té un maxim relatiu estricte. El punt maxim relatiu és (— \/§, 6\/5).

En x =+/3 la funcié té un minim relatiu estricte. El punt minim relatiu és (\/5 —6\/5).



Per estudiar la concavitat convexitat de la funcié estudiarem el signe de la segona
derivada:

f"(x) = 6X

La funcio és concava quan f"(x)>0.

6x >0, Resolent la inequacio:

La funcié és concava quan x € [0, + oo .

La funci6 és convexa quan f"(x)<0.

6x <0, Resolent la inequacio:

La funcié és concava quan x € |- o, Of

En x =0 la funcié té un punt d'inflexié. El punt d’inflexié (0, 0).
La grafica és:
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c)
Siga a>1.

Calculem els punts interseccio de les dues corbes y = x®, y =ax:
x3 —ax =0. Per l'apartat a) x =0, Va, —va .

L’area de la regio afitada del primer quadrant tancada per les corbes y = x*, y = ax
és:

d)
Calculem l'area de la regi6 afitada compresa entre la corba y = x3, 'eix OX i les rectes
x=0ix=2.

2 4
J'x3 dx=(x—ﬂ —4-0=4.
; 4

Per calcular el valor del parametre a per al qual I'area obtinguda en 'apartat c)
coincideix amb l'area de la regi6 afitada compresa entre la corba y = x3, I'eix OX i les
rectes x=0i x=2:

a2

i 4, a>1. Resolent 'equacio: a=4.



Problema B1
0 0 -1 1
Es consideren les matrius A=|{0 1 0 |il=|0
10 O 0

escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

0
1 . Obteniu raonadament,
0

= O O

a) La justificacié que A té inversa i el calcul d’aquesta inversa A™.
b) La justificacié que A* =I.
c) El calcul de les matrius A7, A% | AT,

Solucio:
a)

La matriu A té inversa si [A|#0,i A™ = ﬁ(Ade)t :
|A| =1, aleshores, A té inversa.

Calculem la matriu adjunta de la matriu A:

A11="':L O‘ZO 112 = 0 O‘ZO 113 +‘O 1‘2_
0 10 10
A, =L —1‘:0 A, = _]‘:1 =—‘O 0‘_
21 O 0 22 1 O 23 l 0
A31=+2 Oj‘zl A32——‘g O“:o A33=+g cl)‘zo
0 0 -1
AdA=[0 1 0
10 0
0 01
Al—ﬁ(Ade)t— 0 10
-1 00
b)
0 0 -1Y0 0 -1) (-1 0 O
A2=/0 1 0|0 1 0|=/0 1 O
10 010 O 0 0 -1
00 -1\-10 O 0 01
A*=A-A%0 1 0|0 1 0|=|{0 1 0
10 0J0 0 -1) (-1 00

Notem que A% =A"".

A*=A-A3=A-A1=].

C)

AT =A‘Al=IAT=A",
A% =(A*) A? =1. A7 = A2,

AL00 _ (A4 )25 —1



Problema B2
Es donen la recta rEXT_:LZX:Z__ll i el planol [T=2x-y+bz=0 enqué aib sén
a

dos parametres reals. Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament
utilitzat:

a) El punt d’interseccié de larectari el planol IT quan a=-b=1.

b) La distancia entre larectar i el planol IT quan a=b=4.

c) La posici6 relativa de la recta r i el planol IT en funci6 dels valors dels parametres a
i b.

Solucio:

a)

Sia=-b=1, aleshores, a=1b=-1.

r= XT_l = % = Z—_ll El vector director és v =(4,1,-1)

IT=2x-y—-z=0. El vector caracteristic és a=(2,-1 -1).

v-a=8-1+1=8=0.

Aleshores, el planol i la recta son secants.

Per calcular el punt intersecci6 resoldrem el sistema format per la recta i el planol:

X=1+4a

y=a s 1
2(1+40)—o—-(1—a)=0. Resolent 'equacio: a =—.

z=1-a 8

2x-y—-z=0

El punt d’intersecci6 és P 1 _—1 2 .
2 8 8

b)
Sia=b=4.
x-1 vy z-1 . .
r=-———=2-""=_Elvector director és v = (4, 4, -1)
4 4 -1

IT=2x-y+4z=0. El vector caracteristic és a=(2, -1, 4).
v-a=8-4-4=0.

El la recta o paral-lela al planol o bé continguda en el planol.
El punt A(L 0,1) pertany a la rectarr.

~ _| 2.1-0+4-1 |_ 6
d(r,H)_d(A,H)_‘\/ZZ+(_1)2+42‘_\/2_1.

c)
Per estudiar la posicio relativa de la recta i el planol discutirem els sistema d’equacions
format per les equacions de la recta i el planol.
L’equacio general de la recta r és:
_|=-X+4z=5
= {y +az=a



—X+4z=5
Considerem el sistema ;y+az =a

2x-y+bz=0
1 0 4
La matriu de coeficientsés M=|0 1 a|.
2 -1 b
1 0 45
La matriu ampliada éés M'={0 1 ala].
2 -1 bl0
Estudiem els rangs de les dues matrius en funcié de a i b.

|M|:a+b+8.

1
El menor d’ordre 2 principal 0

0
‘:1¢0.

1

Sia+b=-8, rangM=rangM = 3.

Larecta i el planol son secants.

Sia+b=-8. rangM=2.
Per estudiar el rang de la matriu ampliada considerem el determinant format per la 12,
22| 42 columna de la matriu ampliada:

1 0 5
0 1 a=-10+a.
2 -10

Sia+b=-8, a=10 el rangM'=2.
Aleshores, si a=10, b =-18 la recta esta continguda en el planol.

Sia+b=-8, a#10 el rangM'=3.
Es adir, si a=10 i b= 18, la recta és paral-lela al planol.



Problema B3
Es considera el triangle T de vertexs O(0,0), A(x,y) i B(O,y),enque x>0, y>0,i

tal que la suma de les longituds dels costats OA i AB és de 30 metres.
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) L’area del triangle T en funcio d’x.

b) El valor d’x per al qual aquesta area és maxima.

c¢) El valor d’'aquesta area maxima.

Solucio:
4 A ¥

- - A
AB=x, OB =y. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OAB:
OA =x% +y? .
A
L’area del triangle rectangle OAB és:
1

S(X, y) = —=Xy.

(x,y) >

La suma de les longituds dels costats OA i AB és de 30 metres.

JXxZ+y? +x=30.

Jx? +y? =30-x. Elevant al quadrat i simplificant:

y? =900 - 60X .
y =++/900 — 60x .

A
L’area del triangle rectangle OAB és:

S(x) = %x\/QOO -60x, x>0.
S(x) = 24/225x2 —15x%° .

Derivant la funci6 area:
450x — 45x>

J225x2 —15x%
S'(x) =0, 450x —45x? = 0. Resolent I'equacio:
x =0,10, Aleshores, x =10.

S'(x) =



Estudiant el signe de la derivada en un entorn de x =10, notem que a I'esquerra de 10
la derivada €és positiva i a la dreta negativa.

Aleshores, x =10 és un maxim relatiu estricte.

L’area maxima és:

S(10) = 50v/3 ~ 86.60 m”.
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