Problema 1
x+y+az=1
Donat el sistema d’equacions lineals { x + ay +z =1, on a és un parametre real,
ax+y+z=-2
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) L’estudi del sistema en funci6 del parametre a
b) Les solucions del sistema quan a = —2
c) Lasolucié del sistemaquana =0

Problema 2
Es donenlarectar = XT_l = y—Jlrl = _il i els punts P(1,0,0), Q(2,1,a)
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) Elvalor d’a perqué la recta que passa per P i Q siga paral-lelaar.
b) L’equacié del planol que conté P i Q i és paral-lelar,quana =1
c) Ladistancia del punt Q al planol que passa per P i és perpendicular a r, quan

a=1
Problema 3
2
Es dona la funcio f definida per f(x) = x:(x+—11)

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) El dominiiles asimptotes de la funcio f.
b) Laintegral [ f(x)dx, aixi com la primitiva de f(x) la grafica de la qual passa pel
punt (2,0)
c) L’area de lareqio limitada perlacorbay = f(x)ilesrectesy =0,x =2,x = 4

Problema 4

1 2
Es donen les matrius A = < b 0) iB = (:1 2 _21) que depenen del parametre
-1 2
real b
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) Els valors de b perqué cadascuna de les matrius AB i BA tinga inversa.
b) Els valors de b perqué la matriu A*A tinga inversa, sent A la matriu
transposada d’A

c) Lainversa de la matriu A*4, quan aquesta inversa existeix.

Problema 5
Esdonenelplanolt =2x+y—z—5=0iels punts A(1,2,-1),B(2,1,0)
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) L’equacié implicita del planol que passa pels punts 4, B i és perpendicular a ©
b) Les equacions parametriques de la recta r que és perpendicular a 7 i passa per
A.
c) Ladistancia entre B ila recta r.

Problema 6
En un triangle isosceles, els dos costats iguals mesuren 10 centimetres cadascun.
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) L’expressio de I'area A(x) del triangle, en funcio de la longitud x del tercer
costat.
b) Els intervals de creixement i decreixement de la funcié A(x), 0 < x < 20
c) Lalongitud x del tercer costat perqué 'area del triangle siga maxima i el valor
d’aquesta area.



Problema 1
x+y+az=1
Donat el sistema d’equacions lineals { x + ay +z =1, on a és un parametre real,
ax+y+z=-2
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) L’estudi del sistema en funci6 del parametre a
b) Les solucions del sistema quan a = —2
c) Lasolucié del sistemaquana =0

Solucio:
a)
Considerem la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A’

1 1 a 1 1 a 1
A=|1 a 1,4 =1 a 1 1
a 1 1 a 1 1 [-2

detA=—a®+3a-2

detA=0
Utilitzant la Regla de Ruffini o bé la calculadora:
E| E|
aX3 +bX2 +eg(+d=0 aX3 +bX2 +¢X+d=0
a C

d x1[‘] x2
C -1 0 sl | x2 -2

-2 1
SOLVE|[MIRUI|CLEAR]|_ EDIT REPEAT
Les solucions son:
a=1,1,-2
Sia#1,-2

Aleshores, rang A = rang A' = 3 = nim incognites
El sistema és compatible determinat.

1
1>
-2
Sia=-2

1 1 -2 1 1 -2 1
A=11 -2 1 )A4A=l1 -2 1 1
-2 1 1 -2 1 1 -2

Considerant el menor de la matriu A format per la 12 i 22fila i 12 i 22 columna:
H —12| =-3%0
Considerant el menor de la matriu A’ format per la 12 , 22 3%fila i 12, 22 i 42 columna:

Sia=1

1 11 1 11
A=(1 1 1)A=(1 1 1
1 1 1 1 11

rang A =1,rang A' = 2
El sistema és incompatible.

1 1 1
1 -2 1|=0
-2 1 =2
Aleshores,

rang A = rang A' = 2 < nim incognites
El sistema és compatible indeterminat. Té infinites solucions i depenen d’'un parametre.



b)

a=-—2

Per I'apartat anterior el sistema és compatible indeterminat.
El sistema és equivalent al sistema format per la primera i segona equacio:

{x+y—2221
x—2y+z=1

Per resoldre’l, utilitzarem el métode de Gauss:

(1 1 —2|1)z(11
1 -2 1 e~ \0 3
x+y—2z=1

{ y—z=0

La solucié del sistema és:
x=14+u
{y=u,u€R
Z=U

Amb la calculadora:

o)

B HathRadforn]) (dc)(asbl]

B HathRadforn]) [dic)(ebl

anX+bnY+CgZ:dn

C

-

1 1 1 -2
2 1 -2

el 0 0 0

SOLVEJAN3I3|CLEARI| EDIT

an X+bn Y+Cn Z=dn

Soluciones
Infinitas

Y=Z

=7

REPEAT

c)
a=20

Per 'apartat anterior el sistema és compatible determinat.
Per resoldre’l, utilitzarem el métode de Gauss:

1 10 1 1 1
(1 0 1 1>E=§—E (0 1
0 1 1 [-2/7"7\0 1
x+y=1
y—z=0
z=-1

La solucié del sistema és:
x =2

y=-1

zZ=-
Amb la calculadora:

1 1 0
~ 0 1 -1
o) B=EE g o _o

1
0)
2

B MathRadMorn] (dic](ai

an X+bn Y+Cn Z=dn
a b

1 1 1 0
2 1 0 1
3 0 1 1

SOLVE [(aIF|CLEAR][ EDIT

B MathRadMorn] (dic](ai

an X+bn Y+Cn Z=dn

[

REPEAT




Problema 2
Es donenlarectar = XT_l = y—Jlrl = _il i els punts P(1,0,0), Q(2,1,a)
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) Elvalor d’a perqué la recta que passa per P i Q siga paral-lelaar.
b) L’equacié del planol que conté P iQ i és paral-lelar,quana =1
c) La distancia del punt Q al planol que passa per P i és perpendicular a r, quan

a=1
Solucié:
a)
Un punt de la recta r = xT_l = yTH = _il és A(1,—1,0) i
el vector director és v, = (1,1, -1)
PQ = (1,1,a)

A fi que les rectes r, PQ siguen paral-leles, els vectors directors han de ser linealment

dependents i el punt P no pertany a la recta r
1 1 a

1 1 -1
Resolent 'equacio:
a=-1
Al substituir les coordenades de P(1,0,0) en I'equacio de la recta:
1-1 1
1 * 1
b)
Sigaa=1
PQ =(1,1,1)
{PQ,v,} s6n linealment independents.
L’equacio del planol que conté P i Q i és paral-lel a r té direccid {ﬁ vr} i passa pel
punt P.
n=(xy2)=(0100)+a(1,1,1)+5(1,1,-1)
c)
Sigaa=1
El planol que passa per P i és perpendicular a r té vector caracteristic el vector director
delarectav, = (1,1,—-1)
L’equacio és:
c=x-1D+@y-0—-(z-0)=0
c=x+y—z—-1=0
La distancia del punt Q al planol o és:
2+1-1-1 1 43
3

Qo) = J12+12 + (=1)2 T3




Problema 3
x%+1

x2(x-1)

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) El dominiiles asimptotes de la funcio f.
b) Laintegral [ f(x)dx, aixi com la primitiva de f(x) la grafica de la qual passa pel

punt (2,0)

c) L’area de la regi6 limitada perla corbay = f(x) ilesrectesy =0,x = 2,x = 4

Es ddna la funci6 f definida per f(x) =

Solucié:
El domini de la funcid f(x) és:
Dom f(x) = R~{x € R,x%(x — 1) = 0} = R~{0, 1}

La funcié no té punts de tall amb I'eix d’ordenades.
La funcio no té punts de tall amb I'eix d’abscisses ja que x2 + 1 # 0

La funci6 té asimptotes verticals.

x=0x=1

Quanx =0

Jim f(x) = —oo, lim f(x) = —oo.
Quanx =1

lim f(x) = —oo, lim f(x) = +oo.
x—-1~ x—-1+

La funci6 té asimptotes horitzontals, ja que el grau del numerador és menor que el
grau del denominador.

Les asimptotes son:

Larecta y = 0 quan la variable x s’aproxima a menys infinit.

La funci6 va per sota de I'asimptota.

Larecta y = 0 quan la variable x s’aproxima a més infinit.
La funcié va per dalt de I'asimptota.

La grafica de la funcié és:

B B
Func. graf. :Y= [
2
x“+1

Y e 1) Tl —

: [—]1]
Y4: [—1]
SELECT) (ENA3 IR BIW MODIFY)[DRAW

b)

Fem la descomposicié de la funcié en fraccions simples:
x2+1 A B c

xz(x—l)_x+x2+x—1

x> +1=Ax(x—1)+B(x — 1) + Cx?

Six=0

1 = —B, aleshores: B = —1




Six=1

2=C

Six=2

5=24+B+4C
5=24—-1+8

A=-1

Aleshores:

x2+1 -1 -1 2

— =t —+
x*(x—-1) x  x2 x-1

La integral indefinida és:

Calculem la primitiva que passa pel punt (2, 0)

1
0=—1n|2|+z+21n|2—1|+K

K=1In2 !
C N2
La primitiva és:
1 1
F(x)=—ln|x|+;+21n|x—1|+ln2—§
C)

La funcio és positiva en l'interval |1, +oo[
L’area és:

4 -1 -1 2 1
jf(x)dxzj <—+—2+—)dx==—ln|x|+—+21n|x—1| =
5 s \x x4 x—1 X 2

X —

2

1

1
)dx=—ln|x|+;+21n|x—1|+K

4

—(14 ! 213) (12 1)—19 ! 1.2541
=|—In +Z+ n3)—|—In +——n§—Z~.

2

B MathRadMorn] (dic](ehi

j4 x°+1 doc

2 x2 (x—1)
1.254077397

9)._1
In LE]_j_
1.254077397

Solvel d/dxx [d%dx2 J dx [SolveNI=N|

Graficament:

B MathRadMNorn] Py
v

= W e

— |
Ne=2 | SUP=4
[d¥=1J25407739




Problema 4

1 2
Es donen les matrius 4 = < b 0) iB = (:1 g _21) que depenen del parametre
-1 2
real b
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) Els valors de b perqué cadascuna de les matrius AB i BA tinga inversa.
b) Els valors de b perqué la matriu A*A tinga inversa, sent A la matriu
transposada d’A
c) Lainversa de la matriu A*A, quan aquesta inversa existeix.

Solucio:

a)

Una matriu M té inversa si i només si det (M) # 0, M~ ! = detl(A) - (Adj (M)t
1 2 -3 2b 0

AB =<b o)(:i 0 2= <—b 0 Zb)
-1 2 -1 2b —4

det(AB) = 0

Aleshores, V b € R la funcié no té inversa.

w=( ) 26 0)-GE 2)
det(BA) = —2b?% + 12

det(BA) # 0 quan b # +V6

Aleshores, ¥ b € R~{/6, —V/6} la funcio té inversa.

b)
1 2
et s 0 e

det(4t4) =8(b2+2) # 0
Aleshores, V b € R la matriu A*A té inversa.

c)
=3 )

(agjearm) =5 .0 )

1
t ANn—1 8 0 _| b2 +2
@)= = 8(b2 + 2) (0 b? + 2)

x|~k O



Problema5
Esdonenelplanolmr =2x+y—z—-5=0iels punts A(1,2,-1),B(2,1,0)
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) L’equacio implicita del planol que passa pels punts 4, B i és perpendicular a ©
b) Les equacions paramétriques de la recta r que és perpendicular a i passa per
A.
c) Ladistancia entre B ila recta r.

Solucio:
a)
AB = (1,-1,1)

El vector caracteristic del planolr =2x+y—-z—-5=0ésa, =(2,1,-1)
Els vectors {ﬁ, a,,} son linealment independents ja que les components no sén

proporcionals:

1 1

271

El planol que passa pels punts 4, B i és perpendicular a m passa pel punt A i té direccio

{AB,a,}
La seua equacio implicita és:

x—1 y—-2 z+1
o= 1 -1 1 (=0
2 1 -1

Simplificant:
c=y+z—1=0
b)

La recta r que és perpendicular a i i passa per A, té vector director el caracteristic del
planol, a; = (2,1,-1)
L’equacio parameétrica és:
x=142«a
TE{y=2+a
z=—-1—«a

C)
Calculem el punt projeccié del punt B sobre la recta r que és la intersecci6 de la recta
riel planol ©

2x+y—z—-5=0=0
x=14+2«a
{y=2+a
z=—-1—«a

20+ 2a0)+2+a—-(-1—a)—5=0
Simplificant:

a=0

Notem que el punt de projeccid és el punt A.

Altra forma:

/4B x o
dBN ="



. i j k
ABXa;=[1 -1 1|=(033)
2 1 -1
AB X a 0,3,3 3v2
aory < B xasll _ 1033 _
llarll 2, 1,-DIl  +/6
Graficament.
Definim:

Elplanolmr =2x+y—-—z—-5 =0,

=3

El planol oque A(1,2,-1) i té direcci6 {AB = (1,—1,1),a, = (2,1,—1)}

x=1+2a
Larectar={y=2+a
z=—-1—aqa

E

]

aX+bY+cZ+d=0 %
=

a b c d
2 1 -1 -5]

F=ro+su+t¥v

—
I'o

ol

AV
eu@

[EXPRESSI|VECTOR](POINTS ||_EDIT | [ SET |

X X 17 X 27
Y{ 2} v{ —1} &{ 1
Z -11 z 1) z -1
2 1
[EXPRESS|[VECTOR){POINTS J{ EDIT | [ SET |

]

X-Xo0_Y-Yo_Z-Zo %(
a b ¢ a

Xo Yo Zo

C I 2 -11
a b c

C 2 1 -11

1
[EXPRESSJ[VECTOR][_ P&V J[POINTSJ[EDIT J[SET |

]

Posicid relativa dels dos planols

B
1:Plano
2: Plano




x=14+2«a

Posicio relativa del planolm = 2x+y—z—-5=0,ilarecta r={y=2+a«a

El

1:Plano

-3

Intersecciddelt=2x+y—z—5=0,ilarecta r =

El

1:Plano
3: Recta

X=1
Y=2 i INTERSEC
Z=-1 - AN -3

Next || Back

Notem que és el punt A(1,2,—1)

z=-1-a«a
x=1+2a
y=2+a
z=—-1—-a



Problema 6
En un triangle isosceles, els dos costats iguals mesuren 10 centimetres cadascun.
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat.
a) L’expressio de I'area A(x) del triangle, en funcié de la longitud x del tercer
costat.
b) Els intervals de creixement i decreixement de la funcio A(x), 0 < x < 20
c) Lalongitud x del tercer costat perqué I'area del triangle siga maxima i el valor
d’aquesta area.

Solucio:

a)

Aplicant la formula d’Her¢ (calcul de I'area d’un triangle)
J20+x) - x-x- (20 — x)

S(x) =
S =X"—"""" "7 0<x<20

Una altra forma:

A
Siga el triangle isosceles ABC,AB = AC = 10,BC = x
Siga M el punt mig del costat BC

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC,M = 90°

7= |10z xz_\/400—x2
- _(5) - 2 .
A B M

L’area del triangle ABC és:
1 V400 —x? xV400—x?
Sapc = 5% = ,0<x <20
2 2 4
b)
La funcio area és continua.
Com que la funci6 g(x) = v/x és continua i monotona creixent.
Aleshores la monotonia de la funci6 area
\/2—_2
S() = X (4(20 x?4)
és igual a la monotonia de la funcié f(x) = x?(400 — x?) = —x* + 400x%,0 < x < 20
f'(x) = —4x3 + 800x
flx)=0
Resolent I'equacid, x = 0,4/200 (la tercera solucié de I'equacié no pertany al domini)
Estudiant el signe de la primera derivada:
f'(x)>0,x€ ]O,W[
f'(x)<0,x € ]\/W,ZO[
La funci6 area és estrictament creixent quan x € |0,v/200 |
La funci6 area és estrictament decreixent quan x € |v200, + |

c)

El maxim de la funcié area s’assoleix quan x = +/200, en aquest punt la funci6 és
continua i passa de ser creixent a decreixent.

L’area maxima és:

S(V200) = \/200(4

00 —200) _
. =

50



Graficament.

e . . 3
SELECT [P3R 17 M4 RI oI MODIFY]| DRAW

B B
Func. graf. 'Y= sol¥
2 — 2
y1gdx (430 < I
30r
Y2 ! [—1 N
Y4: [—] 1}

0 1z

ol & 4 © B 14 16 1B

El [EXE]l: Mostrar coordenadas

YAE({(x2(400-x2))) 14
40r
30F

20

14142136628 Y=50: 14 1F

]

d N
SolveN|-(v1)|,_ =0

{-1042,0,1042}

]

L 1YUNZ , 7, LUNZ J

d2
dx?2 (Y1)|x=1w‘§
-1

d2

Tz YD) o007 v1(1042) 0
o SLIn

Y L | Xt | Yt | X Y L | Xt |Vt | X

El maxim de la funcié area s’assoleix quan x = 10+/2.

S(10v2) =50
Altra forma de fer el problema:
Siga @ = £BAC
A
L’area del triangle ABC és:

1
s(a) =5102 -sina,a € [0,7]

A
El maxim s’assoleix quan a = % és a dir, quan triangle isosceles ABC és rectangle

A =90°
L’area maxima és:

T 1 T

N 2102 . cin— —
5(2)—210 sm2 50




