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L’ensenyanca de la geometria hauria de ser nucli central en el curriculum
escolar ja que ofereixen resultats interessants aixi com raonaments i metodologies
formatives. La geometria es distingeix per la claredat i la senzillesa dels enunciats.

Resoldre problemes de geometria és una tasca que permet dibuixar el
problema abans de comencar la seua resolucié i donar la intuicio del problema. L'ajut
del programa de geometria dinamica Cabri GEomeétre ens permet provar la conjectura
del problema. Aquests processos porten implicits procediments d’analisi, comprovacio,
experimentacio, i investigacio, procediments que motiven l'activitat constructiva de
'alumnat.

La introducci6é de materials informatics en l'aula, comporta un gran canvi
metodologic. Permet I'analisi dels resultats agilitant els processos de calcul i ajuden a
la visualitzacio de situacions dificils d’abstraure a partir d'una expressio verbal o a la
pissarra.

El taller consisteix en construir geomeétricament i provar la conjectura del
problema que es vol resoldre. Els problemes son de distinta complexitat i nivell.
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Problema 1. Un quadrat i dos triangles equilaters
ABDE és un quadrat; DEF i BCD son dos triangles equilaters.
Demostreu que els punts A, F et C sén alineats.

A B

F
C
E D
E

Problema 2: Un quadrat, un triangle equilater i un cercle.

Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat superior del

guadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura.

Si una circumferencia passa pels punts A, B i E. Quin és el radi del D

cercle.

Problema 3: Resolucio de triangles.

a) Resoleu el triangle coneguts a=6,h, =9,h; =4.
b) Resoleu el triangle coneguts a =10,b =15,h, =8.

Problema 4: propietat de I'ortocentre

D - —
Siga el triangle acutangle ABC. Siguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga H

, AH BH CH
l'ortocentre. Demostreu que —+—+— =2
AD BE CF

Problema 5: Relacié entre les altures i radi de la circumferéncia inscrita d’un
triangle.

D
Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferéncia inscrita.
Siguen hy,h,,h, les 3 altures del triangle.

Aleshores, i + i + i = }

h, h, h, T

Problema 6: Exercicis d’optimitzacié.
a) De tots els rectangles de perimetre P determineu el que tinga minima diagonal.

b) Determineu el rectangle d’area maxima inscrit en un triangle isosceles de base a i
de costats iguals b.

Problema 7: Heptagon regular.

Siga ABCDEFG un heptagon regular. Proveu que é = é +i.

AB AC AD



Problemes de geometria amb Cabri
Ricard Peir6

Problema 8: Dos quadrat en un cercle.

Un quadrat de costat a esta inscrit en una circumferéncia. Determineu el costat del
quadrat inscrit en un dels segments circulars obtinguts. H

Shariguin 160. w0

Problema 9: nombre d'or 1. g

Siga M el punt mig del costat AB del q@rat ABCD. =
La recta MD talla el cercle de diametre AB en el punt P. .

PB 1+45 '
Proveu que —=F = . i
e BA 2 a M B

Problema 10: nombre d’or 2. \

D
Siga el triangle equilater ABC. A
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC,
respectivament.

D
Siga C1 la circumferencia circumscrita al triangle ABC . A L M b

La recta que passa pels punts L, M talla la
circumferéncia C1 en els punts X, Y. D

145 LY _ W
2 LM MY B &

Proveu que F =

Problema 11: Oposicions de secundaria 1.

Determineu I'envolupant de la familia de rectes que

formen amb els eixos coordenats triangles d’area constant S.
Oposicions de Castella la Manxa 2006.

Problema 12: Oposicions de secundaria 2.

D N R
En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga AD laltura, siga BF la bisectriu i E la
interseccio de AD, BF. Proveu que:
D
a) Eltriangle AEF és isosceles.

b) DC >2>EF.
Oposicions Valéncia 2005.
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Construccions amb Cabri
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Problema 1. Un quadrat i dos triangles equilaters

ABDE és un quadrat; DEF i BCD son dos triangles equilaters.
Demostreu que els punts A, F et C sén alineats.

A B

E D

a) Dibuixeu el quadrat ABDE (opci6 poligon regular).

b) Dibuixeu la circumferencia C; de centre E que passa per D.

c) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre D que passa per E.

d) Feu la interseccio de les circumferencies C, i C,. Anomeneu el punt F.

D
e) Dibuixeu el triangle DEF.
f) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre B que passa per D.

g) Feu la interseccio6 de les circumferencies C,, C,. Anomeneu el punt C.
D
h) Dibuixeu el triangle BDC.

i) Comproveu que els punts A, F C estan alineat.

. - Els punts A, F i C estan alineats?

-,

o *.. Estos puntos estan alineados
Y

A
h
h

\
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E
Problema 2: Un quadrat, un triangle equilater i un cercle.
Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat superior del
quadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura.
Si una circumferéncia passa pels punts A, B i E. Quin és el radi del L C
cercle.
A B

a) Dibuixeu el quadrat ABCD (opci6 poligon regular).

b) Dibuixeu la circumferencia C, de centre D que passa per C.

c) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre C que passa per D.

d) Feu la interseccio de les circumferéncies C, i C,. Anomeneu el punt E.

D
e) Dibuixeu el triangle DCE.
e) Dibuixeu la mediatriu r del segment AB.

f) Dibuixeu la mediatriu s del segment AE .
g) Feu la intersecci6 de les rectes r, s. Anomeneu el punt O.

h) dibuixeu la circumferencia C, de centre O que passa pel punt A.

i) Calculeu les mesures dels segments AB, OA .
j) Dividiu les mesures dels costats anteriors, i noteu que és 1.

,,———=~—~.,‘Eﬁ-“““n AB=2 38 cm
= D0A= 238 cm
AB/DA= 1,00
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Problema 3: Resolucio de triangles.
a) Resoleu el triangle coneguts a=6,h, =9,h; =4.
b) Resoleu el triangle coneguts a =10,b =15,h, =8.

Apartat a

a) Amb edicié numérica definiu a=6,h, =9,h; =4

b) Dibuixeu la semirecta d’origen B.

c¢) Transferiu a la semirecta el valor a. Anomeneu el punt C.

d) Transferiu el valor h, al punt B.

e) Dibuixeu la circumferencia C, de centre Biradi h,.

f) Dibuixeu la recta perpendicular r a la semirecta que passa pel punt B.

g) Feu la intersecci6 de la circumferéncia C, ila recta r. Anomeneu el punt X.
h) Dibuixeu la recta s perpendicular a r que passa pel punt X.

i) Transferiu el valor h; al punt B.

J) Dibuixeu la circumferencia C, de centre Biradi h .

k) Dibuixeu el punt mig M del segment BC.
[) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre M que passa pel punt B.

m) Feu la interseccio de les circumferéncies C,, C,. Anomeneu el punt T, peu de
I'altura sobre el costat b.

n) Dibuixeu la recta t que passa pels punts C, T.

0) Feu la interseccio6 de les rectes s, t. Anomeneu el punt A.

D
p) Dibuixeu el triangle ABC.
g) Calculeu els seus elements.

I
A

T A i

. ha=19
.. hb= 4

.
A=238° . b=1350cm
* -
B=11d,3° \\‘ C—QIB? CIm

C=418° i

| ¥
I I
: B tof
Y L
h Ll
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Apartat b

a) Amb edici6é numérica definiu a=10,b =15,h, =8

b) Dibuixeu la semirecta d’origen B.

c) Transferiu a la semirecta el valor a. Anomeneu el punt C.
d) Transferiu el valor h, al punt B.

e) Dibuixeu la circumferencia C, de centre Biradi h,.

f) Dibuixeu la recta perpendicular r a la semirecta que passa pel punt B.

g) Feu la interseccio de la circumferéncia C, i la recta r. Anomeneu el punt X.
h) Dibuixeu la recta s perpendicular a r que passa pel punt X.

i) Transferiu el valor b al punt C.

j) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre C i radi b.

k) Feu la interseccio de la recta s i la circumferencia C,. Anomeneu els punts A, A’. El
problema té dues solucions.

D D
I) Dibuixeu els triangles ABC, A'BC.
m) Calculeu els seus elements.

&= 10
b=15
Solucia 1: =246 cm hes
c=844 cm A=128°
A=392°

B= 1085 ° S
c=322° C=1475"°

i
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Problema 4: propietat de I'ortocentre

D e
Siga el triangle acutangle ABC. Siguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga H
I'ortocentre. Demostreu que i + B_—H + 2 =2

AD BE CF

D
a) Dibuixeu el triangle acutangle ABC.
b) Dibuixeu les rectes BC, AC, AB.
c) Dibuixeu la recta altura h_ perpendicular a la recta BC que passa per A.

d) Feu la interseccio de les rectes BC, h,. Anomeneu el punt D.

e) Analogament dibuixeu les rectes altura hy, h_ .

f) Feu la interseccio de les rectes AC, h, . Anomeneu el punt E.

g) Feu la interseccio de les rectes AB, h_. Anomeneu el punt F.

h) Feu la interseccio de les rectes h,, h,. Anomeneu el punt H, ortocentre del
triangle.

i) Mesureu els segments: AH, AD, BH, BE, CH, CF.

. . AH BH CH
j) Amb ajut de la calculadora, calculet — + —+ —.
AD BE CF

k) Noteu que el teorema només s’acompleix quan el triangle és acutangle.

AH=2H1em  BH=255cm CH=410cm
AD=423cm  BE=427 cm  CF= 517 cm

AHIAD+BH/BE+CH/CF= 2 00

10
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Problema 5: Relaci6 entre les altures i radi de la circumferéncia inscrita d’un
triangle.

D
Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferencia inscrita.

Siguen h;,h,,h; les 3 altures del triangle.
1 1_1

Aleshores, i +—+ =
1 h2 h3 r

a) Dibuixeu el triangle acutangle AEC :

b) Dibuixeu les rectes BC, AC, AB.

c) Dibuixeu la recta altura h, perpendicular a la recta BC que passa per A.
d) Feu la interseccio de les rectes BC, h,. Anomeneu el punt D.

e) Analogament dibuixeu les rectes altura hy, h_ .

f) Feu la interseccio de les rectes AC, h, . Anomeneu el punt E.

g) Feu la interseccio de les rectes AB, h_. Anomeneu el punt F.

h) Mesureu els segments altura; AD, BE, CF.

i) Dibuixeu la recta r bisectriu a I'angle A.

j) Dibuixeu la recta s bisectriu a I'angle B.

K) Feu la intersecci6 de les rectes r, s. Anomeneu el punt | (incentre).

I) Dibuixeu la recta t perpendicular al costat a que passa pel punt I.

m) Feu la interseccio6 de la recta ti el costat a. Anomeneu el punt T.

n) Dibuixeu la circumferéncia de centre | que passa pel punt T (circumferéncia inscrita
al triangle).

0) Mesureu el segment r =IT (radi de la circumferéncia inscrita).

p) Amb ajut de la calculadora calculeu é +é +é .
AD BE CF
g) Amb ajut de la calculadora calculeu %
r) Noteu que i+i+i :}.
hy h, hy r

ha=AD= 4 f9 ¢ hb=BE= 428 cm he=CF=5737 cm
=IT=153 cm

1/ha+1/hb+1/he= 06332632030
1/r= 0 b332332080

11
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a) De tots els rectangles de perimetre P determineu el que tinga minima diagonal.

b) Determineu el rectangle d’area maxima inscrit en un triangle isosceles de base a i

de costats iguals b.

a)
Moveu B o X
Ferimetra rectangle=P=AB=7 57 cm
A y B
Base= AX=2 35 cm
altura= 143 cm \_/
I
O
K L
X
0=27543 cm
b)
Moveu A, Co P
Fis
area
B
0.5
irea= 361 cm? ’ g
=B 107 om - AlEET 28T E Sol BX=BC/4
BC=3E2 cm

12
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Problema 7: Heptagon regular.

Siga ABCDEFG un heptagon regular. Proveu que é = é +é.
AB AC AD
a) Dibuixeu el heptagon regular ABCDEFG.
b) Dibuixeu els segments AC, AD.
c) Mesureu els segments AB, AC, AD.
d) Amb ajut de la calculadora, calculeu é + é [ é :
AC AD AB
e) Noteu que els resultats son iguals.
E
- AD=6 40 cm
] AC=513 cm
AB=2 85 cm
1AD+1AC= 0, 3512468685
1/AB= 0 3512468655
E C
A B

13
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Problema 8: Dos quadrat en un cercle.

Un quadrat de costat a esta inscrit en una circumferéncia. Determineu el costat del
quadrat inscrit en un dels segments circulars obtinguts.

Shariguin 160.

a) Dibuixeu C, la circumferéencia de centre O.

b) Dibuixeu la recta r que passa pel centre O.

c) Feu la interseccio de la recta r i la circumferéncia C,. Anomeneu els punts A, C.
d) Dibuixeu la recta s perpendicular a la recta r que passa pel centre O.

e) Feu la interseccio de la recta s i la circumferencia C,. Anomeneu els punts B, D.
f) Dibuixeu el quadrat ABCD.

g) Dibuixeu el punt mig del costat CD . Anomeneu-lo E.

h) Dibuixeu la C, circumferéncia de centre E.

i) Feu la interseccio de la circumferéncia C, i el costat CD. Anomeneu els punts P, Q.

j) Dibuixeu la recta m perpendicular al costat CD que passa pel punt P.

k) Dibuixeu la recta n perpendicular al costat CD que passa pel punt Q.

[) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre Q que passa per P.

m) Feu la intersecci6 de la recta n i la circumferencia C,. Anomeneu el punt R.
n) Dibuixeu la recta t perpendicular a la recta n que passa pel punt R.

0) Feu la interseccio de les rectes m, t. Anomeneu el punt S.

p) Dibuixeu el quadrat PQRS.

q) Dibuixeu la recta u que passa pels punts E, S.

r) Feu la interseccio de la recta u i la circumferencia C,. Anomeneu el punt N.

s) Dibuixeu la recta v perpendicular al costat CD que passa pel punt N.

t) Feu la intersecci6 de la recta v i el costat CD. Anomeneu el punt K.

u) Dibuixeu la recta w mediatriu al costat CD .

v) Dibuixeu el punt simetric de K respecte de la recta w. Anomeneu el punt L.
w) Dibuixeu el punt simétric de N respecte de la recta w. Anomeneu el punt M.
x) Dibuixeu el quadrat KLMN, homotétic al quadrat PQRS.

y) Mesureu els segments AB, KL.
AB

—

z) Amb ajut de la calculadora proveu que =5.
KL
"""""""" 78 DL R.C::‘_‘:::_““““/
LA Ry 5 AB=572 cm
r ! | KL= 1,14 cm
D ] h
Ei Q { ABKL=500

]
I
I
I
I
I
]
I
:
|

‘:
:
I
]
I
I
I
I
I
]
i
I
I
I
]
I
I

14
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C

Problema 9: nombre d’or 1. xn
Siga M el punt mig del costat AB del quadrat ABCD. \xp
La recta MD talla el cercle de diametre AB en el punt P. i

—_— N

N

Proveu que 2 =F = 1+45 . A s

PA

2

a) Dibuixeu el quadrat ABCD (opci6 poligon regular).

b) Dibuixeu el punt mig M del costat AB .

c) Dibuixeu C, la circumferéncia de centre M que passa pel punt A.

d) Dibuixeu la recta r que passa pels punts D, M.

e) Feu la interseccio de la circumferéncia C, ila recta r. Anomeneu els punts P, Q.

f) Dibuixeu el rectangle AQBP (opci6 poligon).
g) Mesureu els segments PA, PB.

. PB +
h) Amb ajut de la calculadora, calculeu 2 1 g/g
i) Noteu que el resultat és el mateix.
h
N
h
N
h
N
h
b PB=279cm
" C PA=172 cm
DT
kk\ PE/PA= 1 B1803390837
k‘x (1+sqrt(E)/2= 15180339887
h
N
h
N
h
ll"u
A, M"a B

15
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Problema 10: nombre d’or 2. A

D
Siga el triangle equilater ABC.
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, y L
respectivament. il b

D
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle ABC. |
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferéncia C1
en els punts X, Y.

15 IV _
2 LM MY

Proveu que F =

D
a) Dibuixeu el triangle equilater ABC de centre O (opci6 poligon regular).
b) Dibuixeu la circumferencia C, de centre O que passa pel punt A.

c) Dibuixeu els punts migs L, M dels segments AB, AC, respectivament.
d) Dibuixeu la recta r que passa pels punts L, M.
e) Feu la interseccio de la recta r i la circumferéncia C,. Anomeneu els punts X, Y.

f) Mesureu els segments LY, LM, MY .

g) Amb ajut de la calculadora, calculeu g ﬂ = 1+45 :

LM MY 2
h) Noteu que els tres quocients son iguals.

Ly= 3,11 cm
Lhi= 192 cm
b= 119 crm
A LY Lhi= 1 5180329257
(1+=grEN/2= 16180339837
LMY= 1 G180339357

16
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Problema 11: Oposicions de secundaria 1.

Determineu I'envolupant de la familia de rectes que formen amb els eixos coordenats
triangles d’area constant S.

Oposicions de Castella la Manxa 2006.

a) Mostreu els eixos coordenats d’origen O.
b) Dibuixeu el punt A en l'eix d’abscisses i el punt B en I'eix d’'ordenades.

D
c¢) Dibuixeu el triangle OAB .

D
d) Mesureu l'area del triangle OAB, S.
e) Dibuixeu el punt P en I'eix d’abscisses.
f) Calculeu les coordenades P(x,0)
g) Amb la calculadora, calculeu y = 2P/x

h) Transferiu el valor y a I'eix d’ordenades. Anomeneu el punt Q.

i) Dibuixeu la recta r que passa pels punts P, Q.

j) Dibuixeu el lloc geométric de les rectes r al variar P sobre I'eix d’absisses.
k) Dibuixeu I'envolupant de les rectes r al variar P sobre I'eix d’absisses.

[) Noteu que és una hipérbola.

m) Amb Cabri 2+ es pot calcular 'equacié de I'envolupant.

S=drea0AB=375 cr®  2Pfx= 151 cm?

= =

17
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Problema 12: Oposicions de secundaria 2.

D N R
En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga AD laltura, siga BF la bisectriui E la
interseccio de AD, BF. Proveu que:

D
c) Eltriangle AEF és isosceles.

d) DC>2xEF.
Oposicions Valéncia 2005.

a) Dibuixeu el segment BC .

b) Dibuixeu el punt mig O del segment BC.
c) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre O que passa pel punt B.
d) Dibuixeu un punt A sobre la circumferéncia C, .

D
e) Dibuixeu el triangle rectangle ABC.
f) Dibuixeu la recta r perpendicular al costat BC que passa pel punt A.

g) Feu la interseccié de la recta r i el costat BC . Anomeneu el punt D.
h) Dibuixeu recta s la bisectriu de I'angle B.

i) Feu la interseccié de la recta s i el costat AC . Anomeneu el punt F.
J) Feu la interseccio de les rectes r, s. Anomeneu el punt E.

k) Mesureu els segment AF, AE.
[) Noteu que son iguals.

m) Mesureu els segments CD, EF.
n) Amb ajut de la calculadora, calculeu 2 :EF.
0) Noteu que DC > 2xEF .

AF=180 crm
AF=180 cm

DC=4384 cm EF=183 cm
2-EF=3E7 cm

18
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Problema 1. Un quadrat i dos triangles equilaters

ABDE és un quadrat; DEF i BCD sén dos triangles equilaters.
Demostreu que els punts A, F et C sén alineats.

A B

E D

Solucio6 1:
A, F, C son alineats si 'angle BDAFC és pla. A B

D
El triangle AFE és isosceles. F
DAEF = 30°, per tant, DEAF =DEFA =75°. 75"

D
El triangle DCF és isosceles.
BFDC =90°, per tant, DDFC = DDCF = 45°

L'angle DEFD =60° 307

DEFA +DEFD +DbDFC = 75°+60°+45° = 180°

Per tant, DAFC =180°

Soluci6 2:
Considerem el sistema de referéncia cartesia: {E,E[f,EA}

Els punts A, F, C son alineats si els vectors Alf, AC son proporcionals.
Les coordenades dels punts E, D, B, A sén E(0,0), D(10), B(11), A(0,)

J_o

Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt F son Fé— —

(%)

19
Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt C son C<é1+£ -

2@

Calculem les coordenades dels vectors AF, AC

- o] - ) 0
AF = Eel v3 1: AC = §1+£,- 1:
2 2 p 2 2;25
Dividim les coordenades dels dos vectors:
1 B
2 _ 2 _ _
=2-43 =-3-2)=2-3
«/§ 2 +«/_ 1 ( )
1+— -
2 2

Per tant els dos vectors son proporcionals.

20



Problemes de geometria amb Cabri
Ricard Peir6

Solucié 3:
Considerem el sistema de referencia cartesia: {E,ED,EA}

Determinem la recta r que passa pels punts A, C. Els punts A, F, C estan alineats si el
punt F pertany a la recta r.

Les coordenades dels punts E, D, B, A s6n E(0,0), D(1,0), B(11), A(0,1)
&l /30

Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt F sén Fé— 7:
a

Nl

. = ) & 1€
Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt C son C§1+7,E;

J3 19

- ;

La recta que passa pels punts A(0,) C§1+T'Ei té per equacio:
a

roy-1= -(2- «/§)x

30
Vegem si el punt Fé J_ pertanyala recta:

J3 1 - J§ -2 _4f3-2
X2 1=-12-43)= © =
2 ( )2 2 2
Per tant F pertany a la recta r i els 3 punts son alineats.

Solucié 4:

Els punts A, F, C sén alineats si les imatges per una rotacié de centre D i angle 60°
son alineats.

La imatge de C és B.

La imatge de F és E

La imatge de A és un punt equidistant de A i de D per tant esta en la recta mediatriu de
la recta AD que és la recta BE.

Per tant els tres punts A, F, C estan alineats.

21
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Problema 2: Un quadrat, un triangle equilater i un cercle.
Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat superior del E
quadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura.
Si una circumferéncia passa pels punts A, B i E. Quin és el radi
del cercle.
. O
Solucio: C
D -
El triangle AED és isOsceles, AD =DE =1.
DADE =90°+60°=150°.
o_ o
PDEA = M =150°. A B
PCEB =15°.

DAEB = 60°- 2> DEA =60°-2 x15°=30°.

L'angle BAEB és un angle inscrit en la circumferéncia que mesura 30° aleshores l'arc
és de 60°.

Aleshores I'arc mesura la sisena part de la circumferencia.
Aleshores la corda AB mesura el mateix que el radi.

Per tant el radi de la circumferéncia ésigual AB =1.
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Problema 3: Resolucio de triangles.
a) Resoleu el triangle coneguts a=6,h, =9,h; =4
b) Resoleu el triangle coneguts a =10,b =15,h, =8

Solucio:
a)

D b
I' Area ABC _2h, 69 27

R D 'h
I'Area ABC = b > B aleshores, b7x4 =27, b=135

D
Considerem el triangle rectangle BTC, T =90°

sinC = i, per tant, C = arcsingeig@41°48'37"
6 ebg
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC
c?=a?+b? - 2ab xcos C
c? =62 +1352%- 2x6x13'5>c05(41°48'37")
c? @97'5023
c €9'8743
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC
a® =b? +c? - 2bcxcos A
2 _ =2 _ '
COSA = 6< - 13'5° - 97'5023 @n'9143
- 2:135:9'8743
A = arccos (0'9143) @23°53'47"
L’angle B =180°- (A +C)
B = 180°- (41°48'37"+23°53'47") = 114°17'36"
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D 3
|'AreaABC :ﬂ:ﬁ =40
2 2
. i 32913'51"
sinC=-A = 8 , pertant, C= arcsini = :
a 5 15 1147°46'9"

Cas1l: C =32°13571"

Cas 2: C =147°46'9"

Aplicant el teorema del cosinus al triangle
ABC
c?=a?+b? - 2ab xcos C
c? =10% +152 - 210 %5 xc0s(32°13'51")
c? @712281
C €8'4397
Aplicant el teorema del cosinus al triangle
ABC
a%? =b? +c? - 2bcxcos A
10% - 152 - 712281

- 2:15:8'4397
A = arccos (07750 ) @39°11'35"
L'angle B=180°- (A+C)
B =180°- (39°11'35"+32°13'51") = 108°34'34"

COSA = @0'7750

Aplicant el teorema del cosinus al triangle
AEC
c?=a?+b? - 2abxcos C
c? =10% +152 - 2X10 X5 xc0s(147°46'9")
c? @578'7719
C € 240577
Aplicant el teorema del cosinus al triangle
ALg,C
a? =b? +c? - 2bcxcos A

102 - 15% - 578'7719

- 2:15:24'0577

A = arccos (0'9751) @12°48'30"
L'angle B =180°- (A+C)
B =180°- (12048‘30"+147°46'9") =19025'21"

COSA = @0'9751
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Problema 4: propietat de I’ortocentre

Siga el triangle acutangle ABC Slguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga H

BH CH

AH
I'ortocentre. Demostreu que — + —=+—
AD BE CF

Solucio:
Denotem [XYZ | = area del triangle XYZ .
Si el triangle és acutangle H pertany a l'interior del triangle.

AH BH CH AD HD BE HE CF HF ~3. @D HE HF0 (1)
AD BE CF AD BE CF gAD BE CFg
D -
Els triangles ABC, HBC tenen la mateixa base BC, aleshores, les arees son
proporcionals a les altures: o A
D _[HBC] HE _[HCA] HF _ [HAB]

E_IA?CJ Analogament =E _TaBC|’ ?_-_ABC :
Substituint en I'expressio (1):
AH ,BH, CH_, @D HE HFO_, ahBc|, [Hca] | [HaB]o

AD BE CF Ab BE CFy §aec] "[aBC] "JABC]; B O

[HBC] [HcA|+[HAB] _ s |aBC] _ )
[ABC] laBc]  *
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Problema 5: Relaci6 entre les altures i radi de la circumferéncia inscrita d’un
triangle.

D
Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferéncia inscrita.
Siguen h;,h,,h; les 3 altures del triangle.

A,
Aleshores, 1,11 }.
1 h2 h3 r
Solucio: h
Siguen h,,h,,h, les altures referides als costats, a, b, c,
respectivament.
D
Calculem l'area, del triangle ABC.
S:aml S:b>hz S:cxh3 E
2’ 2 2

S =r>p, onr és el radi de la circumferéncia inscrita i p el semiperimetre del triangle

D
ABC.
Igualant les arees tenim que:

__a . b L+ C _atb+c _ 2p
h, ) 3 20 2rp  2r 2rxp 2rp

=k
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Problema 6: Exercicis d’optimitzacio.
a) De tots els rectangles de perimetre P determineu el que tinga minima diagonal.

b) Determineu el rectangle d’area maxima inscrit en un triangle isdsceles de base a i
de costats iguals b (la base del rectangle es troba en el costat desigual del triangle
isosceles).

Solucio:

a)

Siga KLMN un cuadrat de perimetre P

Siguen a=KL, b =LM els costats del rectangle.

2a+2b =P, aleshores, b = P-2a (1)

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KLM, la diagonal del rectangle
és:
D(a,b) = v/a? +b?

Substituint I'expressio (1):

.2
D(a):\/az +€EP'_2""2
e 2 g

\J8a? - 4pa+Pp?

D(a) = >

i

Siga f(a) =5a® - 4Pa+P?, g(x) :Ta_

D(a) =g-f(a)

La funci6 g(a) és continua i creixent

El minim de la funci6é D(a) s'assoleix en el minim de la funcié f(a).

La funcio f(a) €s una parabola concava, el seu minim s’assoleix en el vertex, és a dir,

_4P _P _P
quan a=— =—, aleshores, b=—.
16 2 2

En aquest cas KLMN és un quadrat.

Moveu B o X y
Fetimetre rectangle=P=AB=7 57 cm
A K B
Bage= AX=2 35 om
alturs= 143 cm v
I
]
1
K L
1 .
X
D=2 7543 cm
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b)

D - - N
Siga el triangle isosceles ABC, a=BC, b=AB = AC.
Considerem el rectangle PQRS.

Siga x =BP, y =PS.

% —a- 2X.
L’area del rectangle PQRS és:
S(x,y) = (a- 2x)y.
D D
Els triangles BPS, BDA son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

2
a0
b2-95+
R
X

a

2
Aillant la incognita y:

y =1 Jap? - a2x Substituint en la funcio area:
a

1
S(x) ==/4b? - a%(a- 2X)X.
a
Aquesta funcié és una parabola convexa, el maxim s’assoleix en el vértex de la

. ) . a
parabola, és a dir, quan x = 7

. —— _a —=_A+4b*-a® : .
Les mesures del rectangle son, PQ = > PS = — és a dir, el costat és la

meitat de la base i I'altura la meitat de I'altura del triangle isosceles.

Moveu A Co P Y
A

ares

0.5

K

— — 5 . 2
¥=B¥= 117 cm area= 3 61 cm Sl EX=ECA

BC=3F2 cm
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Problema 7: Heptagon regular.

Siga ABCDEFG un heptagon regular. Proveu que é = é +é.

AB AC AD

Soluci6 1:_ L L
Siga a=AB,b=AC,c=AD.

Siga a =bBDA . 7a =180°. 5
Aleshores, PBAD =2a, DABD =4a.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABD :
a _ b _sin2a
— = , aleshores, b ==— a
sina sin2a sina O E
b c sinda _ sin4da
_ = — , aleshores, c =b= = a
sin2a sinda sin2a  sina

sina__ sina _1gsina _ sina ¢_1sina(sin4a +sin2a)

axsin2a asin4da agsinZa sin4aé a sin2a xsin4a

Notem que 4a =180°-4a, aleshores, sin3a =sin4a:
_ lsina X xsin3a xcosa _ 1

a 2sina:cosa:sin3a a

1 1
—t—_=
b c

Solucio 2:

Siga a=AB =CD=DE,b =AC =CE,c = AD = AE .
Aplicant el teorema de Tolomeu:

ac+ab=Dbc.

Dividint la igualtat per abc:

1 1 1

4+ ==, &
b ¢ a
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Problema 8: Dos quadrat en un cercle.

Un quadrat de costat a esta inscrit en una circumferéncia. Determineu el costat del
quadrat inscrit en un dels segments circulars obtinguts.

Shariguin 160.

Solucio:

Siga ABCD un quadrat de costat a = AB . Siga O el seu centre.
Siga la circumferéncia circumscrita al quadrat ABCD. H
Aplicat el teorema de Pitagores els seu radi és: G

A2 D

=—a.
2

Siga EFGH el quadrat inscrit en un segment circular:
Siga x =EF.

Siga KLMN el quadrat simétric de EFGH respecte del centre 0
O del quadrat inicial.

W=2R=1/§a, GM=2x +a.

K
D L
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle HGM: A
(2x +a)? + x2 = (v2a)2. Resolent I'equacio en la incognita x: o
a
X==.
5
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Problema 9: nombre d’or 1.

Siga M el punt mig del costat AB del quadrat ABCD.
La recta MD talla el cercle de diametre AB en el punt P.

PB +
Proveu que 2 =F = ! 2«/5 .
L}
'\_"D C
i
i
i
i
"._"F;
i
i
""'.
A, o B
i
i
i
e
i
Solucid:

Considerem el planol cartesia d’origen A(0,0)

Considerem B(2,0), C(2,2), D(0,2), M(1,0)

Considerem la circumferéncia C, de centre M i diametre AB que té equacio:
C,°% (x-1)*+y* =1

La recta r que passa pels punts M, D té per equacio:
rey=-2(x-13

Determinem el punt P interseccio de la recta r i la circumferencia C,
jy=-2x+2

T(x- D2 +y? =1
I _5-45 1 _5+45
=75 {*TTE
Té per solucions: | |
R R Wy Y]
t 5 t 5

Calculem les distancies: d(A,P), d(B,P)

d(B,P) = 2 +¥, d(AP) = [2- %

Efectuem el quocient de les distancies:

2. 25
5 _J10+2J§ _\/120+4OJ§=\/3+J§=\/1+1+J§=J“—F

225_10-25_ 80 2 2
-

ki
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Problema 10: nombre d’or 2.

D
Siga el triangle equilater ABC.
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC,
respectivament.

D
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.

La recta que passa pels punts L, M talla la
circumferencia C1 en els punts X, Y.

1+V5 1Y _M
2 LM MY

Proveu que F =

Solucioé 1: (Amb coordenades cartesianes).

D
Considerem El triangle ABC, tal que B(0,0), C(2,0).
Per ser el triangle equilater A(1,+/3)

Problemes de geometria amb Cabri
Ricard Peir6

Les coordenades dels punts L, M son: L(Cg 2 §2 2 T

Siga C1 la circumferencia circumscrita al triangle ABC de centre Oiradi R

2 [30

El centre O té coordenades Oél 3 T
[}

El radi de la circumferéncia circumscrita Cl1 és: R = \/g

2
L'equacié de la circumferéncia C1 és: C1° (x - 1) + éy

L’equacio de la recta r que passa pels punts L, M és:

X§-££_ Y(g‘l \/_ 1/__
2 2!5 2 2
=1 [y=1t5 W:-lh/g.
2 2
Aleshores: g:“‘/g:,:_ ﬂzlﬂ/g:F
M 2 MY 2

xS
3

reys=

Les interseccions de la circumferencia C1 i la recta r sén:

V3
2

&||o
w|h
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Demostracié 2 trigonometrica:

D
Considerem el triangle ABC de costat AB =2

Problemes de geometria amb Cabri

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ALC. CL = NE)

Aleshores LM =1.
D
Considerem el triangle OLM
D
Per la propietat del baricentre del triangle ABC:
V3 243

—. OC =—3.
3 3
L’angle BMLO =30°.

OL=

D
Considerem el triangle LOY

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LOY .
oY’ =0Y" +LY"- 250Y »LY xc0s30°.
4 1

2=240v°- LY . Simplificant:
3 3

LY’ -LY-1=0. Aleshores, _Y=#

Ricard Peir6
A,
* L M Y
0
B [
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Problema 11: Oposicions de secundaria 1.

Determineu I'envolupant de la familia de rectes que formen amb els eixos coordenats
triangles d’area constant S.

Oposicions de Castella la Manxa 2006.

Solucio:
Siga la recta que passa pels punts P(a,0),
Q(0,P) una recta de I'envolupant.

D
L’area del triangle OPQ és S.
Aleshores: ab =2S.

1

Aquesta recta té equacio

@ | X

Y
b

:£+iy:1

) X a
Siga f(x,y,a) =—+—vy-1
ga f(x,y,a) T
La corba envolupant acompleix:

Aillant a de la segona equacio: a = ’28 X,
y

Substituint en la primera equacio: X 4+ -1=0

2| =1,
\2s
Elevant al quadrat:
S

2
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Problema 12: Oposicions de secundaria 2.

D N R
En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga AD laltura, siga BF la bisectriui E la
interseccio de AD, BF. Proveu que:

D
e) Eltriangle AEF és isOsceles.

fy  DC >2xEF. A
Oposicions Valéencia 2005

Solucio: F
a)

_B —ano. B .
DEBD—E, PBED =90 E = D i

DAEF =BbBED =90°- % (angles oposats pel vertex).
_ _ Bo_ B
PDAC =B. DAFE =180°- &8 +90°- —2=900- =.
e 29 2

D -
Aleshores, DAFE = DAEF, per tant, AEF és isosceles, AF = AE .
b)

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ADC:
- 2
CD=bxsinB = b—
a

D
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle ABC:

£=b'AF,aleshores, AF=_0C
c a a+c

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AEF:
ﬁz =A_F2 +E2 - 2 xAF xAE >cos B.

—2  b?? N b’c* _ b%** ¢ —2_2b%c® am-cp
(a+c)?> (a+c)? (a+c)®a (@atc)fé a o
2b%c® a@- co

=2 7 ¢ - 2 2 2

EF :(a+c) e a g_2c (a-c)a: 2c“(a- c)a _ 2ac

cD b b’(a+c) (a*-cP)a+c) (a+c)’

2
a
EF° 1 2ax?

Vegem que —— <= . Siga la funcio, f(x) = X talque a>0, xi[0a].

co 4 (@+x)?

Vegem que la funcié f(x) és creixent en aquest interval.

f'(x)=w, f'(x) >0 quan x1 |0, a[.

(a+x)
El maxim s’assoleix quan x =a.
2a® 1
f(x) <f(a) = =—.
() <f@) = =g
—2
Aleshores, Ez <%. Per tant, DC > 2 xEF .

CD
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Pagina de José Maria Arias. Derive, Cabri, Excel, curiositats....

http://nti.educa.rcanaria.es/matematicas/Geometria/CURSO_CABRI/INICIO.HTM
Curs de Cabri del proyecto Medusa.

http://platea.cnice.mecd.es/~Emcarrier/
Pagina de Carmen Arriero Villacorta i Isabel Garcia Garcia.
Mosaics i llocs geomeétrics.

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/~29012064/matematicas/matematicas.htm
Pagina de matematiques de 'lES “Arroyo de Miel” Benalmadena. Malaga. Exercicis per a
'ESO.

http://www.chronomath.com/
Diccionari de matematiques en francés.

http://faculty.evansville.edu/ck6/ .
1114 teoremes sobre triangles. ENCICLOPEDIA DELS CENTRES D’UN TRIANGLE (ETC).
Pagina de Clark Kimberling.

http://www.xtec.cat/~voliu/mates/inici.htm
Departament de Matematiques de la Bisbal. Activitats amb Cabri.

http://www.xtec.cat/~mqguerol/index.htm
Pagina de Manel Querol. CabriJava. Descartes. Calculadora Wiris.
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http://www.xtec.cat/~aaubanel/
Pagina d’Anton Aubanell Pou. Recursos materials i activitats experimentals.

http://www.pnte.cfnavarra.es/~iesozizu/departamentos/matematicas/recursos/infos/index.html
Pagina de Manuel Sada. Recursos de Matematiques. Cabri, GeoGebra, presentacions...

http://problemate.blogspot.com/
Blog de Roberto Selva. Problemes de preparacio per a I'Estalmat. Freqiiéncia setmana.

http://www.xtec.cat/recursos/mates/index.htm
Matematiques de la xarxa telematica educativa de Catalunya.

http://www.ricardpeiro.es
La meua pagina web.
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