Problemes de triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problemes del 1 al 10

Problema 1
Demostreu que en un triangle rectangle la bisectriu de I'angle recte divideix per la
meitat I'angle entre la mitjana i I'altura tracades des del mateix vértex.

Solucio:
A,

]

B
B

M P H ¢

Siguen la mitiana AM , l'altura AH, i la bisectriu AP .

D
En un triangle rectangle ABC , A =90° la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a
la meitat de la hipotenusa. Per tant,
PR - D
AM=MC P AMC ésisosceles.
Aleshores C =45°%a
P +45°+C =180°
P+b =90°p P =90° b
Per tant 90°- b+ 45°+45°+a =180°
Podem concloure que b=a.

Problema 2
La mitjana tragcada sobre la hipotenusa d’'un triangle rectangle divideix I'angle recte en
unarad 1:2iésigual a m. A
Determineu el valor dels costats.
., o
Solucio: 3
B Y i

Siga la mitjana AM =m

D
En un triangle rectangle ABC A =90° la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a la
meitat de la hipotenusa. Aleshores, BC = 2AM = 2m.

}a+b:900
poa_1 aleshores a =30°,b=60°
f b 2

D R -
AMC ésequilater AM=m b AC=m

D - [ JE—
AMB és isosceles, per tant AB = VBC - AC” =/am? - m? =m43.
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Problema 3
Determineu la bisectriu de I'angle recte d’un triangle rectangle de catets x i y.

Solucio:

B

Siguen la mitiana AM , l'altura AH, i la bisectriu AP .
Siga l'angle a = DMAH

AB=x AC=y BC=qx?+y?

D
En un triangle rectangle ABC , A =90° la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a
la meitat de la hipotenusa.
At = BC - Xt Y
2

A D

C
2
. 4 D | . N Y2 +v2 xAH
Larea gABC; =Y, L'area gABc:H=+_
€ u 2 € U

Igualant les arees:

xy _/x2+y? AH — Xy

XN Y Ty A=Y

2 2 /x2+y2
Xy

AH _ X2 +y? _ xy

cosa =—~= =
M \/x2+y2 X% +y?
2

Com que en un triangle rectangle la bisectriu de l'angle recte divideix per la meitat
I'angle que formen la mitjana i I'altura tracades des del mateix vertex. (problema 1).

AH a l1+cosa
—— = COS— = 11/—
AP 2 2

Xy
0 (2 42
Aleshores AP = AHa - WXty V2xy
+
cosZ 1+ 22xy2 X+y
_ Xty
2
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Problema 4

Des del vertex de l'angle recte d'un triangle rectangle s’ha tracat la bisectriu que
divideix la hipotenusa en dos segments min.

Determineu l'altura tragada sobre la hipotenusa.

Solucio: A

m=BF, n=PC

Siguen la mitiana AM , l'altura AH, i la bisectriu AP .
Siguen els segments BP =m, PC =n. Siguen AB=c, AC=b

La bisectriu d'un triangle divideix el costat que talla en segments proporcionals als
costats adjacents. Per tant:

b_n
c m
Per les arees T NAH = %C

D
Com que ABC , A=90° ésrectangle c? +b? =(m +n)?

Considerem el sistema:

| ﬂ :E : b = ic

! m ¢ __ fon m

% bc = (m +n)AH i ch = (m+n)AH

'b2+c?=(m+n)? | 2

! x—5 €2 +¢? =(n+m)?
tm?

Dividint les dues ultimes equacions obtenim:

A = m(m +n)

n° +m
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Problema 5
En un triangle rectangle les mitjanes tracades de dels angles aguts mesuren m, n.
Calculeu la hipotenusa.

Solucio:

Siga el triangle rectangle AIS»C , A=90°.
Siguen les mitjanes m=BF, n=CE
Siguen BC=a, AB=c, AC=bh.

2

D ..

Com que AFB és rectangle c? +gg9 =m? B ¢
e2gp

D B

Com que AEC ésrectangle ¢=+ +b* =n?
e2gp

D
Com que ABC és rectangle c? +b? =a?
Considerem el sistema:
i, b, I 2.15.4m? - n2
ic +T:m : c= 5
) .
- C2 ] . X ’ ’ 2 _ 2
:'T+b2 =n’ les solucions sén 1|'b=152 15v4n® - m”
: :
ot +b% =2’ i 25ym? +n?
I | =
| i 5
Problema 6
El perimetre d’'un triangle rectangle és igual a p i I'altura tragcada sobre la hipotenusa és
h. A
Determineu els costats del triangle.
Solucio: - h
Siguen AB=c AC=b BC=a
El perimetre és c+b+a=p. B m H n C

s , bc ah
L'areaés —=—.
2 2
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC : c? +b? =a?.

Considerem el sistema:
2

':'a __bp

ia+b+c=p .I e

! = i +2h+ - 4h)- 4h?

' bc=ah lasolucié del qual és: '[b == péll(i(ﬁ ) )

[ +o% 25 ,} P _
.I_C_p+2h-p p(p- 4h)- 4h
f 4(h +p)
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Problema 7

D R -
En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga la mitiana , AM =m, siga la bisectriu AP,

siga MP =n. A
Determineu els catets.

Solucio:

M n P C
Siguen AB=c AC=b
Siga la mitiana AM =m), i siga la bisectriu MP =n

En un triangle rectangle la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a la meitat de la
hipotenusa, per tant BC=2m MC =m

Per la propietat de la bisectriu tenim que: E = BP , ésadir m-n_m#n

AC AB’ b c

D
Com que el triangle ABC és rectangle b? +c? = (2m)?
Considerem el sistema:

\ !y = Y2m(m- n)
im-n_m+n T
l =5~ "¢ laseuasolucio és: | vm® +n
sz +c2 =(2m)2 IC _ «/Em(m+n)

t vm? +n?
Problema 8

Determineu l'angle que formen la mitjana i bisectriu d'un angle agut d’un triangle
rectangle, en funcié d’aquest angle.

Solucio:

B,
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°,
Siguen la bisectriu BP, la mitjiana BM, AC =b, AB =c¢ tgB = %
b

0 5 0
tgé— jzl. Aleshores, 1t =t gE az

@ 2}
Deduim:
B 2gB 0 B @&gB 0
—+a= arctgé T a—-—+arct ‘g‘ N
2 2 5 p
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Problema 9

Demostreu que si en un triangle la rad de les tangents dels angles aguts és igual a la
rad dels quadrats dels sinus d’aquests angles, aleshores el triangle és isosceles o
rectangle.

., A,
Soluci6:
= C
- .2 hoy - . 2 R R
% = s!n Cf P COS'? = Sl_ncf P sin2B =sin2C
tgB sin’B cosC sinB

Aleshores 2B =2C o 2B =180°-2C
Pertant C=B o C+B =90°.
En el primer cas el triangle és isosceles i en el segon cas el triangle és rectangle.

Problema 10

. . . a b
Demostreu que si en un triangle es verifica — = ~

cosA cosB
A,

aleshores el triangle és

isosceles.

Solucio:

. . a

Aplicant el teorema dels sinus —— = ——=
SInA

Considerem el sistema:

i a _ b

'IcosA_cosB
: a _ b
f sinA sinB
Dividint-les:

sinA _ sinB

cosA cosB

Aleshores A =B

P tgAztgé



