Problemes de triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problemes del 21 al 30

Problema 21
Determineu la ra6 que hi ha entre la suma des quadrats de les mitjanes i la suma dels
quadrats dels costats d'un triangle.

Solucio:
Siguen les mitjanes AN, CM, BP

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ACM

2
oXo) ~
< +b?- bcxcos A

—2
CM =¢—
gZﬂ

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BAN

_2 ~
AN =829 1c?- acxcosB
e2g

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CBP

L2
BP =€é—)9 +a’ - abxcosC
e2g
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AEC ,
a? =b? +¢? - 2bc xcos A
b? =a? +c? - 2ac xcosB
c? =a? +b? - 2ab xcosC

Per tant,

—2 —_—2 —_—2

CM +AN +BP _
a® +b? +c?

&0 ;L el ool A
¢—= +b®-bc>xcosA+¢—+ +c’- acxosB+¢—+ +a’- ab>xcosC
_€2p e2g e2p _
a? +b? +c?

. 2 _Rh2_ A2 2.2 2 a2 a2 2.2 2 _ a2 _ p2
?:19 +b2+ab—c+gﬁg +c? +u+¢“ig +a2+u
_€29p 2 e2g 2 e2g _
a?+b? +c?

2 2 2 a2 2. A2
C_+a_+b_+a2+b2+c2+—a b”- ¢
4 4 4 2 _3

D

a® +b? +¢?
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Problema 22

D
Siga el triangle equilater ABC.
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, respectivament.

D
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferéncia C1 en els punts X, Y.

15 ¥ _ W

Proveu que F =

2 LM MY
A
Solucio 1: (Amb coordenades cartesianes).
D 1
Considerem El triangle ABC, tal que B(0,0), C(2,0).
Per ser el triangle equilater A(1J§) % L M i
Les coordenades dels punts L, M son:
B30 @ 390

oo Moo
[%] BED)\_/CQ.D)
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle

D
ABC de centre O i radi R.

2 [30

El centre O té coordenades Oél,—

El radi de la circumferéncia circumscrita C1 és: R = \/g

@& 430
L'equacié de la circumferéncia C1 és: C1° (x - 1)° + éy - g: :%
2
oy -3
L’equacio de la recta r que passa pels puntsL, Més: r°y = -
& 0
Les interseccions de la circumferencia Cl i la recta r son: Xél- g?:
2
& 45 430
YG1+ £1£:
2 25
M=1
il 1+ ,\/g
LY =
2
wy =216
2
Aleshores:
LY _1+45 __ M _1+45 __
M 2 My 2
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Soluci6 2 trigonomeétrica:

A,

D

Considerem el triangle ABC de costat AB =2.
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ALC,
CL=43
Aleshores LM =1

D
Considerem el triangle OLM

D
Per la propietat del baricentre del triangle ABC

oL

el

OC=
L’angle BMLO =30°

D
Considerem el triangle LOY .

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LOY ,
OY” =0Y  +LY’ - 2>0Y LY »c0s30°
ALY
3 3
Simplificant:
LY’ -Ly-1=0
Aleshores,

- 1+,\/g

LY =
2
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Problema 23

D
Siga el triangle ABC de incentre I.
Siga P el punt projecci6 de A sobre la recta que passa pels punts B, I.
Siga Q el punt projeccié de A sobre la recta que passa pels punt C, 1.

Aleshores, i + ﬂ = cotgaéQ
BI ClI e2g

Solucié: Problema2102 Crux resolt per Panos E. Tsaoussoglou (Grécia).

D
Considerem el triangle rectangle APB, s.n8§9_ AP
e2g AB
. . D 6_AQ
Considerem el triangle rectangle AQC, smg—— -
2g AB
Aleshores, AP = AB &in%gg, AQ =AB >Gin9—9
e2g e2g
. : . D BI AB
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABI, Y =
sin(;—g sin&’?[SOO-geA+Egg
e2g 82 2g5
: : . D Cl AB
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACI, = -
A O ® o0, A, COO
smg—— Singl80°- ¢+ —+=
2g e2 2 o9
. Eming‘aﬁg . Exsingzg
Aleshores, BI - €20 2 |=— =%
cosg'g—O cos(jaég
e2g e2g
— SING—+XC0S¢—= SING—TXC0S¢—+ sSing—+—+ sm@OO- 20
AP AQ _ é2g e2g, e2p e2p_ e g__ € z_cotgﬁg
Bl Cl sing—+ sing—= sing—= singeég 2o
e2g e2g €2g &2 g
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Problema 24

D
Siga el triangle ABC.
Aleshores, tg A+tgB+tgC =tgAxgBxgC.

Solucio:
A+B+C=180°.
SinA N sinB  sin(A +B) _
cosA cosB cosC
sinA xcosB +cosAxsinB  sin(A +B) _

cosA:cosB cosC
sin(A+B) sin(A+B) _
cosA:cosB cosC
= sin(A +B) ){cosC - coOsA xcosB _

cosA:cosB:cosC
o - cos(A+B)- cosAxosB _
=sinCx =
cosA:cosB:cosC

L Sin A xsinB
=sinCx =
cosA:cosB:cosC
=tgAxgBxgC

tg A+tgB+tgC =tg A +tg B+ tg (180°- (A +B)) =

Problema 25

D
Siga el triangle ABC . Siga el punt L sobre AB tal que 2 AL = AB. Siga M sobre BC tal
gue 3 BM = BC. Siga N sobre AC tal que 4 AN = AC.
Siga P la interseccié de AM amb BN.
Demostreu que LP és paral-lel a BC.

Solucié:

D
Considerem el triangle ABC situat en el planol cartesia:
A(0, 0), B(a, 0), C(b, c).
Les coordenades dels punts L, M, N sén:

Lga OoM€§a+b e} _,EQ
&' g & 3 '35 é&4'4g

Siga la recta r que passa pels punts A, M la seua equacio és:

reys= X
2a+b
Siga la recta s que passa pels punts B, N la seua equacio és:
°y= X-a
Y b- 4a( )
Determinem el punt P interseccio de les rectesr, s.
ae?a +b co
g 6 '6g
Determinem el vector LP, LP = gu 39
e 6 6g

Determinem el vector BC, BC =(b- a,c)

Els vectors BC,LP s6n proporcionals, BC=6>P.
Per tant, el segment LP és paral-lel al segment BC.



Problema 26

D ~ ~
Siga el triangle ABC talque C=2>8.
Proveu que c? =(a+b)b.

Solucio:

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:
b __¢
sinB  sinC
b _ ¢ _ c

sinB - sin2B - 2:sinB:cosB

Aleshores, cosB S D
2b

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :
b? =a? +c? - 2ac xcosB
Substituint (1)

b2 =a? +c? - 2ac x
2b

b?-a2=c2- 2c2, p2- a? =c2€?[- ag
b e bg

Aleshores, ¢? = (b? - a2)EL_9=(a+b)b.
éb-ag

Problema 27

Problemes de triangles
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L’area d’un triangle rectangle és igual al producte dels segments determinats per la

circumferéncia inscrita en la hipotenusa.

Solucio:

D
Siga ABC un triangle rectangle A =90°.
Siguen n, m els dos segments que determinen la
circumferéncia inscrita en la hipotenusa.
bc

D
L’area del triangle ABC és S = >
a+tb+c

Siga el semiperimetre del triangle p = >

Aleshores, m=p-b, n=p-c

a@+b+c_

mxﬂ=(p-b)(p-0)=g b=¢

t_ie@+b+c_ )

e 2 o
tc-b@a+b-co_(a+c-b)(a+tb-c)_

_aa
322922' 4
a2

+ab- ac+ac +bc-c?-ab-b?*+bc _a*+2bc-c?-b? _

4
= bc
2

D
Per tant, m»xn = b_zc , €s a dir 'area del triangle ABC.

4
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Problema 28

D _
Si pel baricentre d’'un triangle ABC tracem la recta r que talla els costats AB,BC,

aleshores, la distancia de B a la recta r és igual a la suma de les distancies dels altres
dos vertexs a la recta.

Solucié:
L
1 L 1
| 1 |
Y B Y
| ] |
1 1
1 1
1 L
il il
|

4

Considerem el punt mig M, del segment AC.
La recta m paral-lela a la recta r que passa pel punt M, .

Siga D el punt projeccio de A sobre la rectar.
Siga E el punt projecci6 de B sobre la rectarr.
Siga F el punt projeccio de C sobre larectar.

Siga H el punt projeccioé de A sobre la recta n.
Siga | el punt projeccié de B sobre la recta n.
Siga J el punt projeccié de C sobre la recta n.

Per la propietat del baricentre BG =2.
GM,

D D
Els triangles BGE,BM,| son semblants.
Aleshores, E = BG =2.
El  GM,

Per tant, BE = 2 &l = 2 ]

D D _ —
Els triangles AHM,,CJIM, son iguals, aleshores, AH =CJ.

CF +AD =FJ+CJ+AD =FJ+ AH + AD = FJ+DH = 25FJ =BE .
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Problema 29
En un triangle rectangle de catets a, b s’ha inscrit un quadrat tal que té amb el triangle
angle recte comu. Determineu el costat del quadrat.

Solucio:

D
Considerem el triangle rectangle ABC, C =90° de catets a, b.

B
E

F

[ 0] A,
Siga x =CD.

. D D . FB _DE .
Els triangles BFE,EDA sb6n semblants, aleshores, — =—, és a dir:

FE DA
a-x X , ab
—— =—  resolent 'equaci6: x = .
X b- x a+b

Problema 30

La base d'un triangle isosceles és 2a i I'altura h. A la circumferéncia inscrita al triangle
se li ha tragat una tangent paral-lela a la base. Determineu la mesura del segment que
forma la tangent i els costats del triangle.
Solucio:

Siga x =EF el segment format per la tangent.
Siga r =IN el radi de la circumferencia inscrita.

D
Calculem els costats iguals del triangle ABC aplicant el

D
teorema de Pitagores al triangle ANC .
AC =+a? +h? .
2ah

D
L’area del triangle ABC és S = — o bé utilitzant la férmula de radi de la

2a++/a% +h? ++/a? +h?
5 .

Igualant les arees, ah = I‘?ﬁl ++/a2 +h? g, aleshores, r =

circumferéncia inscrita: S =r x

ah
a+a? +h?
D D
Els triangles ABC, AEF son semblants, aleshores,

2a__x
h h-2r

2a(h- 2r) _2a(-a++a?+h?)
h a+ya?+h?

Aleshores, x =



