Problemes de triangles
Ricard Peir6 i Estruch

Problemes del 31 al 40
Problema 31

En un triangle rectangle els catets mesuren b i c. Determineu la distancia entre els
centres de les circumferéncies inscrita i circumscrita.

Solucio:

D R PR
Considerem el triangle rectangle ABC, A=90°, c = AB,b =AC.
Siguen D, E, F els punts de tangéncia de la circumferencia inscrita i els costats del

D
triangle ABC.
D
Per ser el triangle ABC rectangle el circumcentre és el punt mig de la hipotenusa.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABC: a=+/b* +c? .

r=AE=AF=2%P*C . Rp_Bc=2.
2 2
CE=CD=b-r=2"P-C Bo5-0c.cp=2.2a*th-c_a-b+c
2 2 2 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle DIO :
2 _3a’-2a(b+c)

d2=r2+DO" = . aleshores,
J- J3a® - 2a +c) _ J3b? +c?)- 2(b +cpb? +c?
- .

O bé, aplicant la férmula d’Euler de la distancia entre I'incentre i el circumcentre:
d?=R?- 2Rr.

Problema 32

12 b H Z 1 ’ -
Proveu que l'area d’un triangle qualsevol és menor que EpR2 on R és el radi de la

circumferéncia circumscrita al triangle.
Solucio:

D
Siga un triangle qualsevol ABC.

Aplicant la formula trigopnometrica de 'area d’un triangle: S = absinC )

Aplicant el teorema dels sinus al triangle:

.a = L =2R on R és el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle.
sinA  sinB
absinC p

S= =2R?sinAsinBsinC . Provem que sinAsinBsinC <=

sin AsinBsinC =sin AsinBsin(180 - (A +B))=sin AsinBsin(A+B) =
Aplicant transformacions de productes de sinus en sumes:

= %(- cos(A +B) +cos(A - B))sin(A +B) = %(- cos(A +B)sin(A +b) +cos(A - b)sin(A +B))=

_ige_lsm(zA+2B)+ (sin2A+sin(2B))9:1(- sin(2A +2B) + sin2A +sinZB)£— b
2 g 4 4 4
Aleshores: Szabsmc—2st|nAsmBsmC<2R E % R2.
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Problema 33
En un triangle isdsceles I'ortocentre esta en la circumferencia inscrita.
Determineu els angles.

Solucio:

D -
Considerem el triangle isosceles ABC, AB = AC situats en el
planol cartesia.
B(- a0),C(a,0), A(0,b)
Siga I(0,r) l'incentre.
L'ortocentre H ha d’'estar en la perpendicular al costat desigual. i
Per tant H(0,2r). B

Considerem el vector BA = (a,b)

Considerem el vector CH = (- a,2r)

Els vectors BA,CH s6n perpendiculars, aleshores el seu producte escalar és zero.
(a,b):(-a2r)=0, pertant, - a®> +2br =0 (1)
Siga la recta f que passa pels punts A, C que té per equacio:
foy= E(x +a). Simplificant-la: bx- ay+ab=0
a

La distancia del incentre | a la recta f és igual al radi r de la circumferéncia inscrita, per
tant:

2
-artabl_, , elevant al quadrat, atb-n _ 2 (2)
Ja? +b? a’ +b’
Considerem el sistema format per (1) i (2)
j-a*+2r=0
|
ta’b-r)=r’(@®+b?)
Resolent-lo en les incognites a, b queda:
.}a =51
[ 5
ib==r
12
Siga a =bDABC =DACB, b=DbBAC.
tga = E = E aleshores, a = arctgﬁ » 48°1123"
a 2 2
a 2,5

b=2 ><arcth =2 arctg? » 83°37'14"
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Problema 34
Determineu els angles d'un triangle sabent que els centres de les circumferéencies
inscrita i circumscrita sén simeétrics respecte d’un costat.

c
Solucio:
Com que l'incentre sempre esta a l'interior de la circumferéncia,
en aquest cas el circumcentre esta en I'exterior de la "
circumferéncia. Per tant el triangle és obutsangle. A, 1
Si l'incentre | i 'ortocentre O s6n simetrics respecte d’un costat ( erﬂff
el triangle és isosceles. IT =TO. 0

Siga 2a =bDABC.
Aleshores, a =DBTBI=DTBO.

PR R D
Com que OB = OC, el triangle OBC és isosceles. Per tant, POCB =3a.
D
Per ser el triangle TOBrectangle. Per tant, PTOB =90°-a.

D
Aplicant que la suma dels angles del triangle OBC és 180°:
3a +3a +90°-a =180°. Aleshores, a =18°.

D
Per tant el angles del triangle ABC sén: BBAC =bABC =2a =36°, BDACB =108°.

Problema 35
En qualsevol triangle rectangle s’acompleix la seguen desigualtat:

0'4< " <0'5 onréselradi de la circumferencia inscrita i h és l'altura sobre la

hipotenusa.
Solucié: o
D
Considerem el triangle rectangle ABC, A =90°. M 5
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita. Siga h I'altura b
sobre la hipotenusa. |
D
L’area del triangle ABC és: S = rM S _ah i _ '
2 2 A C B

Igualant les arees:

a+b+c _ah r_ a
r———=—_—, aleshores, —=——.
2 2 h a+b+c
Dividint per a:
r_ 1 1
h ;,b,C 1+sinB+cosB
a a

Provem que sinB +cosB <15, sinB+cosB >1.

SinB +cosB = sinB +sin(90°- B) = 2sin 45°cos(B - 45°) = /2 cos(B - 45°) £ /2 <15.
Suposem que sinB+cosB £1 0°<B<90°.

(sinB+cosB)f £1

sin?B +cos®B +2sinBcosB £ 1, aleshores, sin2B £0, 0°<2B <180° la qual cosa és
un absurd. Per tant, sinB +cosB > 1.

L = _ 1 < 1 =05 L = _ 1 > 1 =04
h 1+sinB+cosB 1+1 h 1+sinB+cosB 1+15
Aleshores, 0'4 < % <0'5.
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Problema 36
En un triangle isosceles el costat desigual mesura 2a i el angles iguals mesurem 2a
cadascun. A la circumferéncia inscrita se li a tragat una tangent paral-lela al costat

desigual. Determineu la mesura del segment que forma la paral-lela i els costats del
triangle.

Solucio:

D -
Considerem el triangle isdsceles ABC, AB = AC.
Siga BC =2a, PABC =2a.
Siga h = AS , aleshores, h=a:tg2a .

Siga r =IS , radi de la circumferéncia inscrita, aleshores, r =a:tga

D D
Els triangles ARQ, ASC son semblants, aleshores,

ﬂzh'—zr,pertant RQ agi-ﬁg—ag[ 2a gao
a a axg2a g

Aleshores, PQ =2 ><RQ =2axg’a.

T=axg’a.

Problema 37

Proveu que la bisectriu d’'un angle d’un triangle ABC i la mediatriu del costat oposat es
tallen en un punt de la circumferencia circumscrita.

Solucio:
D
Considerem el triangle ABC i la bisectriu a I'angle A.

D
Considerem la circumferencia circumscrita al triangle ABC .
Siga el punt M interseccio de la bisectriu a I'angle Ai la
circumferéncia circumscrita al triangle.

Aleshores els arcs BM MC sén iguals. Per tant, BM = MC ,
és a dir, M pertany a la mediatriu del costat BC.
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Problema 38

Donat un triangle equilater AL%C :

Siga M un punt del costat AB tal que AM:MB =2:1.

Siga K un punt del costat AC tal que AK :KC =1: 2.

Proveu que MK mesura el mateix gue el radi de la circumferéncia circumscrita al

triangle AL%C. c
Solucio: i
Siga triangle equilater AISC de costat a.

Per ser el triangle AISC coincideixen el baricentre, el

circumcentre. A H B
Siga O el circumcentre del triangle.

Aplicant el teorema de Pitagores l'altura del triangle és

h= ﬁ a.
2
Aplicant la propietat del baricentre el radi R de la circumferéncia circumscrita al triangle
és: R:&ﬁzh:ﬁa.
3 3
Com que AM:MB =2:1, nga. Com que AK :KC =1:2, Mzé.

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AMK .
MK® =AM’ +R2 - 2xAM XAK xc0s 60° =

egée3g 3353

Aleshores, MK = 1/ —a R.

Problema 39

D
Demostreu que si a, b son els costats d’un triangle ABC i | la bisectriu de I'angle que
formen els dos costats i @', b’ els segments amb qué la bisectriu divideix el costat c,

aleshores, 12 =ab - a'b'.

Solucio:

D
Considerem la circumferéncia circumscrita al triangle ABC .
Siga D la intersecci6 de la bisectriu al vértex C i el costat oposat.
Siga E la interseccié de la bisectriu i la circumferéncia circumscrita
al triangle.

|

D D
Els triangle BCD, ECA sbén semblants (tenen els angles iguals).
Aplicant el teorema de Tales:

CA _CE b CD+DE — — —

=2 === pertantt —=————, CD  =ab- CD*D 1)

CDh CB CD a

Apllcant la potenC|a del punt D D respecte de la circumferencia circumscrita al triangle:
CDED =BD *AD, és a dlr CD>ED = a%' 2)

Substituint (2) en (1): CD’ =ab- a%'.
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Problema 40

D -
En una circumferéncia esta inscrit un triangle isdosceles ABC AB =BC.

Siga un punt K gualsevol de I'arc AC.
Aleshores, AK *KC =BK - - AB-.

Solucio:

D N P
un triangle isosceles ABC AB =BC inscrit en una
circumferéncia.

Siga a =PbBAK , aleshores, BPBCK =180°-a
Notem que BDAKB = C

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABK :
iy - = %
I?’—K = '_A‘—B, aleshores, sina = BKsinC (1)
sina sinC AB

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABK: L
AK AB AK AB
_ = ——, per tant, = (2)
sin(180°-(a+C)) sinC

sin(a+C) " sinC

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle BCK:
KC AB
. =— (3)
sinfa- C) sinC
Multiplicant (2) i (3):
AKKC ~_ AB
sin(@+C)sin(a- C) sin?C
Transformant productes de sinus en sumes:

AK KC AB’

- T ain2
71(cos(2a)— cos(2C)) sin"C
AKKC _ AB
sina - sin®C sin°C
Substituint (1) en (4):

2

(4)

—2

AK KC _ AB
- 2 - .2
inC o sin“ C
@—Kincj - sin?C
AB
Simplificant:

AK *KC =BK - AB”,



